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RESUMO E um fato reconhecido e ABSTRACT It has been now a

bem estabelecido que a volatilidade
dos retornos de agdes varia ao longo
do tempo e é altamente persistente.
Um dos modelos mais utilizados e que
reproduz esses fatos estilizados € o
modelo de volatilidade estocastica. O
pesquisador pode testar a
nao-estacionariedade do processo de
volatilidade pelo teste de uma raiz
unitéria no logaritmo do quadrado das
séries de dados. Essa estratégia, para
fins de inferéncia, tem varias
vantagens, mas nao é seguida por
muitos, pois os testes de raizes
unitdrias t€m um poder de teste muito
baixo e sofrem distor¢des em funcio
do tamanho da amostra. Wright
(1999) mostra que esses testes sdo
robustos a raizes negativas de
processos de média mével e permitem
um teste confidvel para raizes
unitdrias nos processos de
volatilidade. Aplicam-se esses testes
para o retorno do Ibovespa e obtém-se
claras indica¢des de rejeicdo da
nao-estacionariedade na volatilidade,
replicando-se a metodologia usada por
Wright (1999).

well established fact that the volatility
of asset returns is time varying and
highly persistent. One of the leading
models that may be used to represent
these features of the data is the
stochastic volatility model. We may
test for non-stationarity of the
volatility process by testing for a unit
root in the log squared time series.
This strategy has many advantages,
but because of very poor size
properties it has not been followed. In
this paper we use the methodology as
proposed by Wright (1999) in order to
test for the existence of unit roots of
the volatility of asset return using the
Ibovespa daily stock index using
Wright’s (1999) methodology.

* Economista e chefe do Departamento de Risco de Crédito do BNDES.
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1. Introducao

esde o artigo de Engle (1982), uma vasta literatura vem se desenvol-

vendo acerca de modelos com heterocedasticidade variante no tem-
po.! Estudiosos consideram tais trabalhos tteis para caracterizar a persis-
téncia na volatilidade e outros fatos estilizados, como a ocorréncia de caudas
fat nas séries temporais de ativos. Grande parte dessa literatura € devotada
aos modelos ARCH/GARCH (Autoregressive Conditional Heteroskedas-
ticity/Generalised Autoregressive Conditional Heteroskedasticity), em que
a variancia da série temporal no instante ¢ é conhecida, mas estd con-
dicionada a informacdo disponivel em #-/ e anterior a esta. Mais recente-
mente, novos modelos foram considerados em que a variancia no instante ¢
¢ aleatdria, mesmo ap0ds condiciond-la a informagdo disponivel em #-/ e
anterior a esta. Esses modelos de volatilidade estocdstica sdo modelos de
tempo discreto e sdo os andlogos naturais dos modelos de tempo continuo
usados na teoria moderna de finangas.? Tém como vantagem o fato de se
ajustarem melhor aos dados do que os modelos ARCH/GARCH. Mas tém
a desvantagem de serem de dificil estimacdo de forma precisa, pois a
varidncia no instante ¢ ndo € uma funcdo dos parimetros e dos dados
observados somente.

A persisténcia na volatilidade dos retornos das bolsas parece ser bastante
alta. Essa observagao motivou a formulagdo do modelo IGARCH (Integra-
ted Generalised Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) por Engle
e Bollerslev (1986). Essa persisténcia também levou alguns pesquisadores
a considerar o modelo de volatilidade estocéstica no qual a volatilidade é
ndo-estaciondria [Hansen (1995), Harvey et allii (1994) e Ruiz (1994)]. O
modelo de volatilidade estocdstica implica que o logaritmo do quadrado das
séries dos indices temporais das bolsas € um processo ARMA, onde a maior
raiz auto-regressiva também é a maior raiz auto-regressiva do processo da
volatilidade. Portanto, é possivel testar a ocorréncia de raiz unitdria no
processo da volatilidade, que ndo € observado testando-se a existéncia de
uma raiz unitaria no logaritmo do quadrado das séries de indices das bolsas.
Esse teste € muito facil de ser realizado e ndo requer que as distribuicdes
dos erros sejam especificadas (diferentemente do modelo de volatilidade
estocastica). Infelizmente, conforme salientado por Harvey et allii (1994),

1 Paraosinteressados, os trabalhos de Bollerslev et allii (1992) e Bera (1993) sd@o uma boa referéncia.
Para uma resenha aplicada aos mercados emergentes, ver Aggarwal et allii (1995) e Leal (1995).
2 Como forma de se referir a essa discussdo, ver Anderson (1997).
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esse processo tem uma raiz negativa do processo de média mével bastante
alta e ¢ fato reconhecido que os testes de raizes unitdrias sdo afetados e
tornam-se distorcidos na presenca de raizes negativas no componente da
média mével do processo ARMA [Schwert (1989) e Pantula (1991)].
Entretanto, recentemente, Perron e Ng (1996), baseando-se em trabalho de
Stock (1990, manuscrito, ndo publicado), propuseram testes de raizes uni-
tarias modificados que sdo robustos a raizes negativas do componente da
média mével. Wright (1999) propos entdo a utilizagdo desses testes para
testar a existéncia de raiz unitdria no logaritmo do quadrado das séries
temporais e assim testar a ocorréncia de raiz unitdria no processo de
volatilidade. Portanto, com base na metodologia proposta por Wright
(1999), iremos aplica-la aos retornos didrios. Basicamente, pretendemos nao
sO obter resultados que nos permitam discutir a existéncia de raizes unitérias
que poderiam caracterizar a elevada persisténcia dos retornos do mercado
aciondrio brasileiro — como jé explicitado por outros autores, como Valls
Pereira (1999) —, mas também comparar com resultados obtidos para outros
mercados, como os estudados pelo préprio Wright (1999). Também apre-
sentamos resultados obtidos para outros mercados latino-americanos, como
0 mexicano e o argentino.

O trabalho se divide da seguinte forma. Na Secdo 2, € descrito o modelo e
o método proposto por Wright (1999) para testar a existéncia de raizes
unitdrias em um processo de volatilidade estocdstica. A Secdo 3 apresenta
os resultados dos testes aplicados para a série do Ibovespa. A Se¢do 4 conclui
o trabalho. Fortes evidéncias de rejeicdo da hipétese de ndo-estaciona-
riedade no processo de volatilidade foram encontradas.

2. O Método Proposto por Wright para a
Construcao dos Testes?®

Considera-se o modelo padrio de volatilidade estocdstica auto-regressiva

T
(ARSV) no qual se especifica que {){}t_l ¢ uma série de retornos tal que

yt = Gtet

3 Esta segdo se baseia integralmente no desenvolvimento de Wright (1999) para permitir ao leitor
acompanhar rapidamente a esséncia do teste proposto pelo autor. Ndo constitui, portanto, desen-
volvimento inédito.
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Nesse modelo temos também que €, € distribuida identicamente e indepen-
dentemente (i.i.d.) com média zero e variincia unitdria, log(c f), a(L)h, =n,
e a(L) =b(L)(1 — aL) € um polindmio auto-regressivo com p defasagens de
tal forma que b(L) tem todas as suas raizes fora do circulo unitirio. O
pardmetro o é a maior raiz auto-regressiva do processo de volatilidade.
Também supde-se que 1, € i.i.d. com média zero e varidncia 6121 € que possui
uma distribui¢do independente de €,. Pode-se entdo escrever que

a(L)log(y;) = a(l)u +n, + a(L)log(€})
(D
a(L)log(y?) = 0 + M, + a(L){, = o + x,

onde &, = log(e, ) - E(log(g, 9), ® = a(1)(W+E(log(e, ))) e x, =, +a(L) &,
Segundo Wright (1999), certo nimero de abordagens tem sido proposto para
estimar os parametros do modelo de volatilidade estocastica. Esses métodos,
usualmente, sdo dispendiosos em termos computacionais e requerem supo-
si¢Oes adicionais sobre a distribui¢@o dos erros, como o fato de 1, € € serem
normais. Na prética, esses estimadores sdo aplicados impondo-se p = 1,
muito embora isso seja uma simplificacdo do ponto de vista dos procedi-
mentos computacionais.*

Como explicita Wright (1999), se sé estamos decidindo se o0 = 1 ou nio,
entdo pode-se usar uma abordagem que ndo requer qualquer suposicao sobre
a distribui¢do do erro (diferentemente da estimacgao) e que é simples para se
aplicar para qualquer valor de p. A série x, = 1, + a(L) &, tem entdo uma
representacdo de Wold e, através da inspecdo de sua funcdo de auto-cova-
ridncia, essa € a forma reduzida de um processo MA(p). Segue de (1) que
log(y, 2) é um processo ARMA (p,q) estaciondrio se lol < 1, mas é um
processo ARIMA (p-1,p) se oo =1 (onde o é a maior raiz auto-regressiva de
log(yt 2)). Portanto, pode se testar a hipdtese de que o = 1 testando a
existéncia de uma raiz unitdria para log(y, %), usando-se, em principio,
qualquer dos testes de raiz unitaria disponiveis na literatura.

Entretanto, Wright, baseando-se em Harvey (1994), lembra que tais testes
de raiz unitdria ttm um poder muito reduzido e sofrem de problemas

4 Como exemplo, temos o método QML (Quase-Maximum Likelihood) ou ainda o GMM (Generalised
Method of Moments).
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relacionados ao tamanho da amostra. Assim, levam a rejeicdo da hipdtese
nula com maior frequéncia do que o devido quando aplicados a dados de
taxas de cadmbio e do mercado de capitais, por exemplo. Tais testes sofrem
tanta distorgdo, segundo Wright (1999), porque log(y, ?) tem uma forma
reduzida ARMA (ou ARIMA) e sabe-se que os testes de raizes unitarias sdo
afetados e tornam-se distorcidos na presenga de raizes elevadas negativas
no componente da média mével do processo ARMA [Schwert (1989) e
Pantula (1991)].

Assim sendo, os testes padrdes de raizes unitdrias aplicadas ao logaritmo do
quadrado das séries de retornos dos indices das bolsas, embora possam ser
interpretados como um teste para raiz unitdria no processo de volatilidade,
irdo, na prética, sofrer sérias distor¢des em amostras finitas.

Mas Wright (1999) assinala que Perron e Ng (1996), baseados em trabalho
de Stock (1990), propuseram testes de raizes unitdrias modificados que tém
propriedades em amostras finitas muito melhores na presenca de raizes
negativas elevadas no componente da média mdvel de processos ARMA.
Wright (1999) aplicou, portanto, esses testes para testar a hipdtese de que

o = 1 contra a hipétese alternativa lol < 1, aplicando tais testes a log(y, 2).
As trés estatisticas de teste sao:

MZ(X = |:Tl (VT _;)2 _S2:||:2T2i(vt _V)Z}

T ~ 1/2
MSB = [SZTZZ (v, —v)2:|
1=l

MZ, = MZ, MSB

T . . .
onde v, =log(y, %), y=7" 2": e s? € a estimativa da densidade espectral
t=1

obtida da auto-regressao

k
v, =a,+av,, +ZajAv[_j +e,
Jj=1
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onde k = o(T'?). A capacidade desses testes para controlar o poder do teste
e controlar o efeito do tamanho da amostra na presenga de raizes negativas
elevadas do componente de média moével depende de forma critica da
escolha do estimador espectral da densidade. Perron e Ng (1996) mostraram
que sob a hipédtese nula que oo = 1, e a medida que T — oo,

Mz, = 1)> -+ 0) —1]{2IIW“(r)2dr}
MSB = |:2j.W”(r)2dr:|
Mz, =[wr ) —wr 0y —1]|:2j‘W“(r)zdr}

onde WM (r) € um movimento browniano padrdo em termos de desvios da
média. Os testes MZ , MSB e MZ, sdo testes unilaterais que rejeitam a
hipétese nula se a estatistica nula é maior do que um dado valor critico. Sob
a seqiiéncia de alternativas locais do tipo oo = 1 + ¢/T, a medida que T — oo,
temos que:

Mz, =717 -7 0y - l]|:2_1[JC“(r)2dr:|
MSB = {2}4“ (r)zdr:|

Mz, =7 1) -7 (0) - 1]{2}4“ () dr]

onde J* (r) € um processo Ornstein-Uhlenbeck padrido em termos de desvio
da média. Portanto, esses testes de raizes unitdrias tém poder contra hipdte-
ses alternativas locais em uma vizinhanga T-! da unidade. Isso contrasta com
os testes de maxima verossimilhanca para raizes unitdrias em modelos
GARCH/IGARCH que se baseiam em convergéncia na velocidade \Te que
em correspondéncia tém poder somente em uma vizinhanga T-'> da unidade.
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Wright (1999) aplicou o teste ADF (Augmented Dickey-Fuller) e os testes
usuais Z, e Z, propostos por Phillips e Perron (1988) como os testes
comumente usados para detectar a presenca de raizes unitdrias. Como
esperado, encontrou sérias distor¢des no poder do teste e com relagdo ao
tamanho da amostra, o que fazia com que a hipétese de raiz unitéria fosse
rejeitada um nimero excessivo de vezes. Isso ocorria até com amostras de
tamanho 3.000, o mesmo ocorrendo com o teste ADF. As estatisticas MZ ,
MSB e MZ, podem também rejeitar a hipétese nula excessivamente. Entre-
tanto, segundo Wright (1999), qualquer distor¢do com relacido ao tamanho
da amostra é muito inferior a qualquer um dos outros testes.

O Poder Contra Alternativas de Longa Memdria

Os testes de rafzes unitdrias foram desenhados para ter poder contra a
hipétese alternativa de que a volatilidade é um processo auto-regressivo
estaciondrio (modelo ARSV com lal < 1). Os autocorrelogramas dos valores
absolutos dos retornos, dos quadrados dos retornos e do logaritmo dos
retornos de acdes freqiientemente mostram uma taxa de decaimento muito
lenta, um fato amplamente reconhecido na literatura de econometria e de
financgas. Esse fato estilizado motivou a criacdo do modelo de volatilidade
estocdstica fracionariamente integrado (FISV) proposto por Breidt et allii
(1998). Segundo Wright (1999), uma versdo simples dessa especificagao

seria uma série de retornos temporais ( y)T tal que
t/t=1
yt = Gtet
onde €, € i.i.d. com média zero e variincia unitdria, log(6?) = L + h,,
(1-L)4(1 -oL)h, =1,

(1 —L)! denota o operador de fraciondrio de diferengas e ), € i.i.d. N(O,Gzn)
e ¢ distribuido de forma independente de €. De maneira geral, h, pode ser
um processo ARIMA com erros gaussianos fracionarios. Wright (1999)
mostra que os testes modificados propostos por Perron e Ng (1998) também
permitem testar contra FISV e que tais testes tém bom poder e nao sofrem
distor¢do em fun¢@o do tamanho da amostra.



230 TESTES PARA A EXISTENCIA DE RAIZES UNITARIAS NA VOLATILIDADE DOS RETORNOS DO IBOVESPA

3. Resultados dos Testes de Raizes Unitarias
Aplicados ao Ibovespa

A seguir, aplicamos a metodologia proposta por Wright (1999) para dados
de retorno no mercado aciondrio medidos pelo Ibovespa. A série foi obtida
do préprio Ibovespa e cobre os anos de 1994 até 2001 (de 2 de janeiro de
1994 até 30 de dezembro de 2001), com um total de 1.725 observacgdes
diarias. Os dados se referem ao valor de fechamento do Ibovespa didrio e se
denotarmos como P, o valor deste indice no tempo 7, t = 0,.....,T, podemos
definir o retorno composto ou o retorno logaritmo como se segue:

r,=InP,-InP,, 2)

O Gréfico 1 mostra o autocorrelograma (fungdo de autocorrelacdo parcial)
do logaritmo do quadrado dos retornos do Ibovespa em que pode ser vista
a taxa de decaimento lenta, mostrando a existéncia de autocorrelagdo
positiva mesmo para defasagens muito distantes no tempo, como discutido
acima. Os procedimentos discutidos na Secdo 2 sdo entdo aplicados para
testar a ocorréncia de raizes unitdrias na volatilidade. Para efeitos de

GRAFICO 1
Autocorrelacao do Logaritmo do Quadrado dos Retornos
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comparacdo, as estatisticas de teste usualmente adotadas, Z , Z,, e ADF, sdo
usadas como referéncia. Os resultados estio dispostos tanto para o logartimo
do quadrado dos retornos (Tabela 1) quanto para o valor absoluto dos
retornos (Tabela 2).

Na obtencdo do estimador da densidade espectral auto-regressiva, s, os
resultados sdo mostrados para valores de k = 5, 10, 15 e 20.° Para as
estatisticas Z, e Z,, s*> foi usado como a estimativa da densidade espectral.
Para o teste ADF, k defasagens dos dados em diferencas foram adicionados
a regressdo de Dickey-Fuller.

As estatisticas Z, and Z, geram rejei¢des extremamente elevadas tanto para
o logaritmo do quadrado dos retornos quanto para os valores absolutos dos
retornos. Mas, dadas as sérias distor¢des associadas a esses testes em fungao
dos problemas relacionados com o tamanho da amostra, o significado de
tais testes € de pouca relevancia, como discutido acima. A estatistica de teste
ADF também implica rejei¢des da hipdtese nula em todos os niveis conven-
cionais, embora estes sejam em niveis menos extremos do que as estatisticas

TABELA 1

Teste para Raizes Unitarias para o Log do Quadrado dos Retornos
ADF Z, Z, MZ, MSB mZ,

Brasil, k =5 2220 -2.850,8  -72,44 -774,13 0,025 -19,76

Brasil, k =10 -14,50  -2.299,1 -108,96  -222,51 0,047 -10,55

Brasil, k =15 -10,76  -2.172,4  -156,89 9575 0,072 6,92

Brasil, k =20 -8,88  -2.133,6 -199,74 56,94 0,094 -5,33

Nota: Todas as estatisticas de testes sdo significativas ao nivel de 1%.

TABELA 2

Teste para Raizes Unitarias para o Valor Absoluto dos Retornos
ADF Z, Z, MZ, MSB mZ,

Brasil, k =5 -18,01  -2.149,6  -66,44 -523,08 0,031 -16,17

Brasil, k =10 12,02  -1.7928  -9823 -166,34 0,055 9,11

Brasil, k =15 9,78 21724 -156,89 9575 0,072 -6,92

Brasil, k =20 -8,88  -1.695,0 -143,77 -69,36 0,084 -5,88

Nota: Todas as estatisticas de testes sdo significativas ao nivel de 1%.

5 k é o niimero de termos na auto-regressdo usada para determinar s°.
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Z, e Z,. Usando-se os testes propostos inicialmente por Perron e Ng (1998)
e aplicados por Wright (1999) para retornos de ativos, em que os testes de
raizes unitdrias sao robustos a raizes negativas elevadas do componente de
média mével, a hipétese de umaraiz unitdria é claramente rejeitada em todos
os niveis convencionais de significancia, independentemente da escolha de
k e da utilizacdo do logaritmo do quadrado dos retornos ou do retorno
medido pelo valor absoluto.

O mesmo pode ser dito da inspecdo das Tabelas 3 e 4, que reproduzem a
aplicacdo da mesma metodologia para as séries dos retornos didrios das
bolsas do México e da Argentina.® A rejeicdo da hipdtese nula é es-
pecialmente forte no caso da Bolsa mexicana. Todos os resultados aqui
obtidos para o Brasil, México e Argentina sdo consistentes com os encon-
trados por Wright (1999), seja na magnitude dos valores ou nas conclusdes
aqui encontradas.

TABELA 3

Teste para Raizes Unitarias para o Log do Quadrado dos Retornos
ADF Z, Z, Mz, MSB mZ,

Argentina, k =5 -9,70 663,32  -38,41  -147,79 0,058 -8,56

Argentina, k =10  -5,86 548,83  -65,94 33,46 0,120 -4,22

Argentina, k =15 -4,68 533,65  -85,55 18,29 0,160 2,93

Argentina, k =20  -4,07 528,69  -98,19 -13,34 0,186 -2,48

Nota: Todas as estatisticas de testes sdo significativas ao nivel de 1%.

TABELA 4

Teste para Raizes Unitarias para o Log do Quadrado dos Retornos
ADF Z, Z, MZ, MSB MZ,

México, k =5 20,86  -2.280,3 -57,60  -783,49 0,025 -19,79

México, k =10 -1461  -1.767,6 -75,94  -270,78 0,043 -11,63

México, k =15 -12,40  -1.680,3 -87,68  -183,52 0,052 -9,58

México, k =20 -10,83  -1.619,2 -103,45  -122,40 0,064 -7,82

Nota: Todas as estatisticas de testes sdo significativas ao nivel de 1%.

6 Para o México, trabalhamos com a série do IPC (Indices de Precios y Cotizaciones) da Bolsa da
Cidade do México como fornecido pela Bloomberg. Para a Argentina, usamos o Indice Merval,
também disponibilizado na Bloomberg. Para ambas as séries, as observagbes comecam em 2 de
Janeiro de 1994 e vdo até 30 de dezembro de 2001, com 1.712 observagées para a Bolsa mexicana
e 1.702 observagdes para a Bolsa argentina.



REVISTA DO BNDES, RIO DE JANEIRO, V. 13, N. 26, P. 223-236, DEZ. 2006 233

Tendo em vista tais resultados e o fato de que esses testes ndo sofrem efeitos
de distor¢do do tamanho da amostra e t€m um poder elevado, isso configura
uma evidéncia contra 0 modelo de raiz unitdria no processo de volatilidade.

Harvey et allii (1994) propdem um modelo de volatilidade estocéstica
multivariado no qual diferentes séries temporais t€m processos de volatili-
dade com um componente comum, que € um passeio aleatério multivariado
(randon walk). Eles aplicam esse modelo para vérios paises usando dados
de taxas de cambio. A extens@o do caso univariado para os testes de raizes
unitdrias multivariados nesse trabalho de Harvey podia entdo ser usada para
determinar o nimero de fatores comuns. Essa mesma abordagem foi recen-
temente usada por Makimilipi (2000). Apesar de esta poder ser uma pos-
sibilidade a ser abordada e explorada aqui, os resultados obtidos com os
dados univariados indicam que, pelo menos para essas séries temporais,
quaisquer componentes comuns seriam estaciondrios na volatilidade dessas
séries temporais e de tal forma que o modelo de fatores proposto por Harvey
ndo seria uma representacio adequada dessas séries.

4. Conclusoes

E possivel testar a existéncia de raizes unitdrias nos processos de volatili-
dade de um modelo de volatilidade estocéstica testando para raizes unitarias
no logaritmo do quadrado dos retornos ou ainda no valor absoluto dos
retornos. Wright (1999) mostrou que os testes-padrao usualmente adotados
com esse intuito terdo sérios problemas de distorcao associados ao tamanho
da amostra e um baixo poder. Entretanto, com base em metodologia proposta
por Perron e Ng (1996), é possivel trabalhar com testes modificados —
modificacdo dos testes ADF e dos testes Z propostos por Perron e Phillips
(1988) — que ndo terdo esses problemas. Esses testes ndo requerem a
imposicdo de hipéteses restritivas sobre a distribui¢do dos erros estocas-
ticos. Apesar disso, os novos testes modificados de raizes unitdrias conti-
nuam a rejeitar a existéncia de raizes unitdrias no processo de volatilidade
associado aos retornos didrios das bolsas do Ibovespa e de outros mercados
latino-americanos. Isso indica que, enquanto existem indicios de uma persis-
téncia consideravel na volatilidade dos retornos, a existéncia de uma raiz
unitaria no modelo de volatilidade estocéstica é uma especificagdo dema-
siadamente extrema. Modelos nos quais o processo de volatilidade é um
processo auto-regressivo AR(p) com uma raiz auto-regressiva muito eleva-
da (mas ndo uma raiz unitdria) ou nos quais o processo de volatilidade é
integrado fracionariamente podem ter melhor representacdo dos dados.
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