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INTRODUCAO 

No presente trabalho trataremos do pa-
pel da econometria como instrumento para 
o estabelecimento de normas a serem obser-
vadas no planejamento do desenvolvimento 
econOmico. A econometria, que reime em 
urn so corpo de doutrina os modernos co-
nhecimentos da analise matematica, da in-
ferencia estatistica e da economia, atraves 
seus metodos, permite-nos ter uma visa° de 
conjunto das variaveis fundamentais que 
descrevem os fenOmenos econOmicos, esta-
belecendo interrelagaes entre elas. 0 con-
junto dessas relagiies, quando escritas em 
forma de equagOes estocasticas, constitui urn 
modelo econometric° que nos permite veri-

ficar, de modo tao perfeito quanto possivel, 
as alteracOes que se verificam em algumas 
variaveis quando as outras sofrem modifi-
cagOes, ditadas, por exemplo, por uma de-
terminada politica econOmica. Para o plane-
jamento economic° sao necessarios os estu-
dos de modelos nos quais figuram as varia-
veis macro-econOmicas. 

CONCEIT° DE MODEL° 

Conforme vimos acima, urn modelo 
uma idealizagao, em forma matematica, das 
diversas relagOes entre as variaveis que en-
tram em jOgo em urn fenOmeno. Em um mo-
delo apenas podemos considerar as varia-
veis fundamentais, tendo em vista que, em 
geral, o conjunto de tOdas aquelas que in-
fluenciam o fenOmeno a infinito e seria, por-
tanto, impossivel- considers-las em sua to-
talidade. 

Ha, na ciencia, imarneros exemplos de 
modelos. Em geral, urn modelo constitui o 
ponto de partida para o estudo de uma teo-
ria. Assim, a Geometria e o Calculo de Pro-
babilidades sao modelos. A Geometria e urn 
modelo que foi estabelecido inicialmente pa-
ra medir areas de terrenos e volume dos 
sOlidos. Esse modelo parte de certas nogOes  

primitivas e de relagOes entre elas denomi-
nadas postulados, que podem ser escritos 
em forma de equagOes maternaticas. 0 Cal-
culo de Probabilidade a outro exemplo de 
modelo especialmente construido para estu-
dar certos fenOmenos, chamados fenemenos 
aleat4rios, que apresentam o que se deno-
mina regularidade estatistica. Para o trata-
mento exato desse modelo, tambem chama-
do Teoria das Probabilidades, parte-se de 
urn conjunto de nogOes abstratas que sao 
designadas para a interpretagao das fre-
quencias relativas que se apresentam nos 
fenOmenos mencionados. As relagOes entre 
essas nogOes, que constituem os Postulados 
dos Calculos de Probabilidades, foram dadas 
de forma explicita por Kolmogoroff. No Cal-
culo de Probabilidade, o dualism° entre no-
goes empiricas e teOricas assume a forma 
de freqiiencia e distribuigOes observadas de 
urn lado, probabilidades e distribuicao de 
probabilidades do outro. Do ponto-de-vista 
das aplicacOes, uma distribuigao de proba-
bilidade refere-se a urn fenOmeno aleatoric), 
tal que cada observagao X compreende n 
medidas. 

X = (Xi, X2 7 • • • 7 Xn) 

Considerando-se essa observagao como 
urn ponto do espago euclidiano E , n — 

dimensional, urn conjunto C de pontos desse 
espago a chamado um evento ou aconteci-
mento aleatorio. Os prOprios pontos X sao 
chamados eventos elementares. A definigao 
de probabilidade envolve urn conjunto de 
tres elementos (E ,T, P), denominado cor- 

po de probabilidade. E e o espago dos 

eventos elementares, T e a familia de even-
tos C para os quais sao assinaladas probabi-
lidades e P e uma fungao de conjunto P (C) 
que nos fornece a probabilidade de cada 
evento C. A nogao de variavel aleatOria sur-
ge como uma fungi° de urn evento ele-
mentar: 

g = g (X1 , X2, • • • Xn) 
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Para caracterizar esta fungao como va-
riavel aleatoria e necessario que, para qual-
quer nemero real r, o evento constituido 

pelo conjunto de pontos X = (X 1 , 	, Xn) 

do espago En  que satisfaca a relagao: 

g (X1, X•, . . . Xn) < r, 

pertenga a familia T dos pontos para os quais 
sao definidas probabilidades atraves da fun-: 
gao de conjunto P. 

O USO DE MODELOS PARA ESTUDO 
DOS FENOMENOS ECONOMICOS 

Modernamente, para o estudo dos f e-
nOmenos econamicos estabelece-se urn mo-
del() matematico relacionando as variaveis 
que neles entram em jog°. As formas que 
assumem as diversas equagoes do model° 
podem ser simples definiciies tiradas da teo-
ria econamica, ou relagaes ditadas pela pro-
pria teoria ou resultantes da analise esta-
tistica de dados empiricos. Em virtude da 
impossibilidade de considerar Vedas as va-
riaveis que tern influencia sabre o fenome-
no, a ag5o conjunta de fades as variaveis 
abandonadas em regra podem ser represen-
tadas por variaveis aleaterias, (*) o que 
acarreta considerar algumas das fundamen-
tais como aleaterias. As equacaes do mode-
lo sat, assim estocasticas. 

Como se pode verificar pelo que disse-
mos acima, essas equagoes constituem hipo-
teses relacionando as variaveis, e contem 
parametros a serem estimados pela estatis-
tica. 0 raciocinio sabre modelos permite ve-
rificar as conseqiiencias legicas dessas hi-
pateses, confronts-las corn os resultados da 
experiencia, chegar, assim, a melhor conhe-
cer a realidade, e de agir mais eficazmente 
sabre ela. 

PROBLEMAS ESTAT1STICOS QUE SE 
APRESENTAM AO ESTABELECER 

UM MODEL() 

Um model° é, entao, constituido por um 
conjunto de hipateses sabre as variaveis que 
tern influencia sabre o fenameno estudado. 

(*) Quando isso nao acontece, a um indicio de que nas 
equagoes do moclelo nao estao consideradas tedas as 
variaveis que tern influencia marcante same o fen6- 
meno em estudo, ou sejam, aquelas que denomina-
mos de fundamentals. 

A fixacao das formas matematicas das equa-
cOes de urn model° constitui a primeira ques-
tao da analise estatistica dos dados que ser-
vem de apoio empirico ao estudo do f eri-
meno. E, portanto, o primeiro passo da ana-
lise estatistica dos dados observados. Urn dos 
problemas que se impifie logo de inicio e o de 
saber-se se o model° estabelecido e a con-
trapartida tearica do que se verifica na rea-
lidade, ou seja, e o da adequacao do mode-
lo as observacOes. Atraves das conseqiien-
cias que podem ser obtidas usando o mode-
lo e o seu confronto corn os dados da expe-
riencia, empregando testes estatisticos cons-
tituidos corn esse objetivo, podemos inferir 
a adequacao mencionada. Deve-se ter pre-
sente que, se testes estatisticos mostrarem 
que ele nao este se conformando a realida-
de devere ser o mesmo abandonado ou, pelo 
menos, alteradas algumas de suas equagoes. 

Como as formas dessas equagoes contem 
parametros desconhecidos, devem ser eles 
estimados, surgindo, assim, o segundo pro-
blema da inferencia estatistica, que e o pro-
blema da estimagao. 

Alem desses problemas, temos o de dis-
tribuigao, que permite conhecer as distribui-
goes de probabilidade dos estimadores dos 
parametros que figuram no model°. Aquelas 
distribuicoes de probabilidade sao tambem 
empregadas para testar hipateses sabre os 
valores dos parametros. 

VARIAVEIS ENDOGENAS E EXOGENAS 

As variaveis fundamentals contidas no 
model° sao classificadas em dois tipos — 
enclogenas e exogenas — segundo elas se-
jam ou nao objeto da explicacao pelo mode-
lo aludido. As primeiras sao consideradas 
determinadas pelo fenemeno que o model° 
traduz, ao passo que as eltimas sao tomadas 
independentemente. Assim as variaveis en-
degenas sao determinadas pela simultanea 
interagao das relagoes no model°, enquan-
to que as variaveis exagenas sao aquelas 
cujos valores sao determinados fora do mo-
del°. Sabre as exagenas podemos agir dire-
tamente. Elas sao, por exemplo, os impostos 
e os investimentos autonomos que podem 
ser modificados tendo em vista uma poli-
tica econtamica. 0 modelo procure mostrar 
como se comportam as variaveis endogenas 
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em fungao das exagenas, em virtude de o 
modelo, pelas raziies ja mencionadas, con-
ter obrigateriamente variaveis aleatOrias pa-
ra indicar a agao conjunta sabre o fenome-
no de tOdas aquelas que nao estao explIcita-
mente consideradas. Em regra as endOgenas 
sao consideradas variaveis aleatOrias. (*) 

Como exempla tomemos o modelo key-
nesiano elementar, destinado a dar uma ex-
] licacao perfuntOria do nivel de produgao e, 
portanto, do nivel de emprego, com base 
nas seguintes ideias: 

a) as decisoes de investir sao em grande 
parte autOnomas, o que podemos concluir 
endo em vista que os grandes projetos ne-
essitam do acerdo do Poder Public° e de 

uma decisao politica. Alem disso, na indUs-
ria a geralmente possivel antecipar ou dife-

rir a instalacao de novas equipamentos. Ape-
sar de uma parte dos investimentos ser con-
eqiiencia de evolucao da producao, a coin-

preensao do equilibria do sub-ernprego 
facilitada acentuando-se o carater autono-
mo, ao inves do carater induzido, dos inves-
timentos; 

b) o investimento acarreta diretamente 
um acrescimo de produgao do setor de bens 
de equipamento. Essa produgao suplemen-
tar a acompanhada indiretamente pelas dis-
tribuicOes de rendas em forma de salarios e 
dividendos. Essas novas rendas, por seu tur-
no, acarretam urn aumento das despesas pri-
vadas e, portanto, da produgao nos setores 
que fabricam bens de consumo. 

Essas consideraciies nos conduzem ao 
seguinte modelo: 

Y = C I + u i  

(1) 	C = f (y) 	u 2 

 I = autonomo 

onde o investimento I foi admitido autOno- 
mo, e Ye C representam, respectivamente, 
a renda distribuida e o consumo. As varia- 

veis aleatOrias u i]  e u2  denotam a influen-
cia das outras variaveis que nao foram con-
sideradas. 

Neste modelo a Unica variavel ex6gena 
I, as outras variaveis Y e C sao endegenas 

e, portanto, aleaterias. 

( 5 ) Em certos modelos algumas das variaveis exogenas 
sao aleatorias. 

MODELOS DETERMINATIVOS 
E ESTOCASTICOS 

Pelo que vimos acima, nos modelos des-
tinados a descrever a realidade econemica, 
as equagOes sao estocasticas. Esses modelos 
sack, por isso, denominados estocasticos. Alem 
desse tipo de modelo, aparecem na literatu-
ra econennica os chamados modelos deter-
ministicos, que podemos considerar resultan-
tes dos estocasticos, substituindo as varia-
veis enthigenas pelas suas esperancas mate-
maticas, ou valores medios, e desprezando 
as variaveis aleatOrias que denotam a in-
fluencia de tOdas as variaveis nao funda-
mentais, considerando-as, portanto, corn es-
peranca matematica igual a zero. Assim, urn 
modelo deterministico relaciona os valores 
medios das variaveis endagenas corn os cor-
respondentes das variaveis exagenas. 

0 modelo deterministic° corresponden-
te ao modelo keynesiano elementar e o 
seguinte: 

= C + I 
(2) 

C = f (Y) 

onde 	Y e C 	representam as espe- 
rangas matematicas das variaveis Y e C, 
respectivamente, isto é: 

= (Y) 

C = E (C), 

onde E representa o operador esperanga ma-
tematica. 

Os modelos deterministicos, embora 
mais simples para o tratamento matematico 
do que os estocasticos, nao permitem obter 
uma descricao satisfateria da realidade. Por 
isso, a tendencia atual a abandons-los de-
finitivamente. 

Das equacoes (2), supondo: 

	

f(y) = 	b, 

obtem-se: 

	

Y = 1—a — 	1 — a 

que permite explicar a producao em fungao 
do Investimento, suposto autOnomo. Nessa 

equacao 0< a < 1 e b> 0. 0 
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como aqueles que nao contem variaveis re-
tardadas. 

coeficiente 	o multiplicador de Key- 
1 —a 

nes e o coeficiente "a" chama-se propensao 
marginal a consumir. FORMA GERAL DE UM MODELO 

MODELOS ESTATICOS E DINAMICOS 

As equagoes de um modelo freqiiente-
mente contem variaveis endOgenas e ex6- 
genes referidas a periodos de tempo dis-
tintos, ou seja, alem das variaveis relativas 
a um periodo t, contem, tambem, as cor-
respondentes a periodos anteriores, chama-
das variaveis retardadas. Urn modelo em 
que esse fato ocorre, e urn modelo dinarni-
co, porque permite exprimir as variaveis 
endOgenas referidas a urn periodo de tempo 
t como fungi() das variaveis endOgenas e 
exOgenas retardadas, denominadas variaveis 
predeterminadas. Os modelos estaticos sao 
definidos, em contraposicao aos dinamicos, 

Adotando-se a seguinte notacao: 

designam as va-
riaveis endOgenas 
relatives ao pe-
riodo t; 

designam as va-
riaveis exOge-
nas relativas ao 
periodo t; 

designam as va-
riaveis aleatOrias 
do modelo; 

podemos escrever as equacOes do modelo 
do seguinte modo: 

Yl,t , Y2 / 	 Yn,t 

Z1 , t 	Z2,t 7 • • • • 

U1,t 	1-12,t 
	

Un,t 

(3) 
	

fi (Y1,t/ • • • / 	Yn,t/ Yl,t —1 / • • •5 Yn, t — 1/ • • • / Yl,t—p/ • • • 	Yn,t—p/ 	Z1,1, • • • Zn,t) 

= 	; i = 1 / 2/ • • •J n, 

onde p e o retardamento maxim° nas varia-
veis endOgenas. 

As relagoes estocasticas (3) sao as equa-
goes estruturais (*) do modelo e devem ser 
em niunero igual ao de variaveis endOgenas 
nao retardadas ou seja, n, desde que o 
guinte jacobiano: 

a  (f 1 ,  • • 	fn)  

a (Yi,t, • • •, Yn,t) 	°' 

seja diferente de zero, porque selmente nesse 
caso podemos exprimir as variaveis endOge-
nas em funcao das variaveis predetermi-
nadas. 

Quando conhecemos a distribuicao con- 

E N Yi,t 	E bi; "17;3_1+ 
j=1. 	J=1 

onde so consideramos as variaveis retarda-
das de urn periodo. Esse sistema escrito em 
forma matricial, assume o aspecto: 

(4') 	A Yt  B Yt _ 1  C Zt  = 1:t  

(*) As equacoes (3) den,ominam-se relacoes estruturais 
porque as relacOes entre as variaveis dependem nessas 
equagoes da estrutura do sistema econamico con- 
siderado.  

junta das variaveis aleatOrias 

13.13 	U2,t/ • • • , URA 

as equacoes (3) representam a estrutura do 

sistema econeomico. As funcOes f i  represen-
tam, por exemplo, as relacoes estruturais se-
guintes: funcao de producao, funcao de 
consumo, funcao de investimento, etc. Os 
parametros das fungoes (3) sao denomina-
dos parametros ou coeficientes estruturais e 
significam econOmicamente produtividade 
marginal, propensao marginal ao consumo e 
propensao marginal a inversao, etc. 

Quando o sistema (3) a linear, as equa-
geies estruturais podem ser escritas do se-
guinte modo: 

i = 1,2, ..., n, 

onde A, B, C designam as matrizes: 

= (ti„) , B = (bi ) , C = (N) 

i,j = 1,2, ..., n. 

e Yt  , Yt-i Zt , Ut sao os vetores colunas 

(4) E ci;  zjt  = ui,t, 
J=1. 
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1+1 

Yl t, 	 Y13-1 

Yt = ■ 	, Yt-1 = 

Ynt 	 Yn,t — 1 

MODELOS INTERDEPENDENTES 
E RECURSIVOS 

Urn sistema a interdependente se duas 
das variaveis endOgenas relativas ao perio-
do t, que figuram nas equagOes estruturais, 
tern comportamento reciproco no sentido de 
que elas aparecem em duas equaciies distintas 
que permitem a sua determinacao recipro-
Ca: ha assim uma inter-agao ou inter-depen-
dencia entre as variaveis. Por exemplo, o 
modelo keynesiano elementar mencionado, 
cujas equagOes estruturais sao: 

Yt = Ct 	It ± 1-1 't 

Ct=f(Yt)+ Ut  

interdependente porque ha urn comporta-
mento reciproco entre as variaveis Y e C t, 
como se pode ver por um sistema de setas 
usado para indicar o sentido da interagao 
entre as variaveis. 

Yt = Ct + It  + Ut 

Ct  = f (Yt) 

Tambem a interdependente o seguinte 
modelo, em que fildas as variaveis sao en-
dogenas: 

1.1 	 1+1 

Yt = Ct + It 	Y . 

Ct  = f (Yt) 	C . 

It = g (Yt- 1) + tt I• 
No diagrama de setas, representativo da 

interdependencia entre as variaveis, quando 
se trata de um sistema interdependente, al-
gumas aparecem em sentido contrario ligan- 

dt = f (Pt) , St — g(Pt--1) 

que da tres relaciies hipoteticas entre a de-
manda d, a oferta s e o prego p. 0 indice t 
refere-se ao tempo e descreve periodos con-
secutivos, t = 1, 2, 3, ... Pelo diagrama de 

lt 

= 	Ut = 

Zn,t 	 Unt 

do pares de variaveis que tern comporta-
mento reciproco. 

No caso do modelo recursivo nao ha 
duas setas de sentido contrario ligando pares 
de variaveis, como se pode verificar pelo 
exemplo seguinte: 

1 -1 
	

1 +1 

Yt = Ct -I- It 

Ct  = f (Yt-1) 
	

C • 

It  = g (Yt-i) 	U't' I • 

0 seguinte modelo, conhecido como mo-
delo de teia de aranha, que da tres relacOes 
hipoteticas entre a demanda d, a oferta s e 
o preco p, a tambem recursivo .  

t-, 

dt  = f (Pt) -I- Ur 	P 

St = g(Pt-r) + ITt 

St  = dt 

Observando esses dois laltimos modelos, 
podemos dar a seguinte definicao devida a 
E. Malinvaud. (*) 

"Urn modelo a dito recursivo se existe 
uma ordem das variaveis endogenas e uma 
das equagoes tal que a i — esima equacao 
possa ser considerada como descrevendo a 
determinacao do valor tornado pela i — esi-
ma varifivel endegena durante o periodo t, 
em fungi() dos valores das variaveis prede-
terminadas e das variaveis endogenas de 
ordem inferior a i. Urn modelo a dito inter-
dependente se nao a recursivo." 

No diagrama de setas, isso significa que, 
quando o modelo a recursivo, a possivel or-
denar as variaveis de tal modo que tOdas as 
setas, dentro do periodo t, apontem no mes-
mo sentido. 

Consideramos, agora, o modelo: 

St - 1) Pt  = Pt
-

1 	h(dt_ i  — 

setas se verifica imediatamente que ele 

(*) Veja E. Malinvaud, Methode Statistique de reco-
nornetrie, pig. 64. 

d 

S 

• 
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recursivo. De fato, tem-se o seguinte grafico: 

t -1 
	

t 
	

t+1 

S 

P 

d 

A importancia principal da classificagao 
dos modelos em interdependentes e recursi-
vos, reside no fato de que os metodos de es-
timacao estatistica sao distintos, conforme 
se trate de urn ou de outro tipo de modelo. 

PROBLEMAS DE IDENTIFICACAO 

Quando a possivel resolver com respei-
to as variaveis enclOgenas as equagOes es-
truturais de (3), obtemos a sua forma redu-
zida, que expressa aquelas variaveis em 
funcao das pre-determinadas. 

Os metodos de estimacao estatistica e, 
em particular, a analise de regressao, permi-
tem estimar os parametros que figuram na 
forma reduzida do modelo. Para avaliar os 
coeficientes estruturais, devemos entao utili-
zar as relagOes entre esses coeficientes e os 
parametros do model°. reduzido. 

Quando o sistema constituido por essas 
relacOes for determinado, diz-se que o mo-
delo estrutural a identificado. Se, porem, for 
indeterminado, nao é, em geral, possivel, 
corn auxilio da forma reduzida, determinar 
a estrutura do modelo. Freqiientemente po-
de-se, por consideracOes economico-tearicas 
ou experimentais, estabelecer entre os coefi-
cientes estruturais certas relaciies que tor-
nem o sistema mencionado determinado e, 
portanto, identificado o modelo estrutural. 
Se as relagoes suplementares estabelecidas 
tornam o sistema superabundante o modelo 
sera super-identificado. 

Consideramos, para fixar ideias, que o 
sistema estrutural tenha a forma (4'): 

(4') A Yt  B Yt _ i  C Z, = 

Se a matriz A e nao singular, resulta: 

Yt  = - A-1  B Yt-1 - A -1  C Z t  + A-1  Ut 

 Fazendo-se: 

(5) G=A -1 B,H= -A-1 C eA-lUt  = v t  

tem-se: 

(4") Yt  = G Yt-i H Zt vt 
que e a forma reduzida do model() estru-
tural (4'). 

As duas primeiras equacaes matriciais 
(5) podem ser escritas do seguinte modo: 

(5') AG+B=O ; AH-FC=0 
e relacionam os parametros das equagiles 
reduzidas corn os coeficientes estruturais. 

0 numero dos coeficientes estruturais 
que figuram na equacao (4'), 

(n - 1) n + n2  + mn = (n - 1) n + n (m + n), 
tendo em vista que e possivel tomar como 
unidade urn deles, ao passo que o numero 
de parametros que figuram no modelo re-
duzido e n (n m). Por conseguinte, as 
equacoes (5') sao indeterminadas, e o siste-
ma nao sera identificado. Para torna-lo 
identificavel sera necessario impor a priori 
(n — 1) n relacoes entre os coeficientes es-
truturais. 

OPORTUNIDADE DO EMPREGO DOS 
PROCESSOS ESTOCASTICOS NOS 

MODELOS ECONOMETRICOS 

As variaveis aleatOrias, que constam dos 
modelos econometricos, em regra, sao fun-
goes do tempo. Por conseguinte, podemos 
supor pertencentes a urn processo estocasti-
co. De fato urn processo estocastico a uma 
fa*milia infinita de variaveis aleatorias 

; 	t, 	. 

DEFINIcA0 DE UM PROCESSO 
ESTOCASTICO 

Diz-se que urn processo estocastico 

fxt  ; t 
definido quando, para cada sub-conjunto 

finito do conjunto infinito T, 

(t 1 , t 2 , 	t„,), 

é conhecida a functio de distribuicio con- 
junta da variavel aleatoria multidimensional 

(Xt, , 	, 	Xt), 
que representaremos por 

Ft t 	(xi, ,C2  , . 
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Alem disso, essa funcao de distribuicao sa-
tisfaz a seguinte condicao de compatibilida-
de de Kolmogoroff: 

Se (t i , t2, • • • tn) 
	

urn sub-conjunto 

de T e n< m, a variavel aleateria 

	 to  (7(1/ • • •/ 	= Ft, 

A variavel t chama-se variavel tempo. 
Quanto T e o conjunto de todos os inteiros 

— 1, 0, -F- 1, 	diz-se que o processo 
uma seqiiencia ou um processo estocastico 

corn parametro tempo discreto. See urn in-
tervalo o processo e dito corn parametro 
tempo continuo. 

Designando-se por X uma determi-

nagao da variavel aleateria X t  do processo 

estocastico mencionado, o conjunto nume- 

ric° infinito, 	; t 

denomina-se realizacao do processo. 
Quando o processo e discreto, as suas 

realizagties parciais x , x 	x consti- 
1 	2 

tuem series de tempo. 

FUNCOES VALOR MEDIO E COVARIAN- 
CIA DE UM PROCESSO ESTOCASTICO 

A funcgo valor medio e definida por 
EX = m , onde o simbolo E representa a 

esperanga matematica, e a funcao covarian-
cia por: 

e t ,„ = E (Xt, Xs) — m t  ms  ; t, s E T 

Quando s = t, tern-se a fungi° varian-

ein do processo: 

o-2t  = E 	- 	t ( T 

A fungao covariancia mede, em certo 
sentido, a dependencia entre as variaveis 
aleatOrias ligadas ao processo para diferen-
tes valores t. 

Com base nessas caracteristicas, pode-
mos definir o coeficiente de auto-correla-
ea° do processo pela expressao: 

et,s1 
Pt.s 

PROCESSO ESTOCASTICO 
ESTACIONARIO 

Diz-se que urn processo estocastico  

	

(X t,, X y 	X t,) 

uma variavel marginal da variavel 

	

Xte 	Xtm), 

isto é: 

, tm 
	1! • 	•/ Xn, 	/ • • •1 

Oct  ;tE T}  
estacionario em sentido restrito quando 

qualquer conjunto finito: 

(X X . , 	t2 , • • 
	xt 

de variaveis aleaterias da familia X , 

t E T , tern a mesma funcao de dis-

tribuigao que a variavel n — dimensional: 

(6) (Xt i 	Xt 2  h • • • Xt.  + h) 

para qualquer h, desde que 

t i  + h, t 2  + h, 	, tn  + h 

sejam pontos de T. Assim, as distribuicoes 
conjuntas das variaveis (6), para diferen-
tes valores h, sac) equivalentes e dependem 
sOmente das diferengas de tempo: 

t2 — ti , Li — t2, • • •1 	 to - 1 • 

Resulta dessa definigao que nos proces-
sos estacionarios, tem-se: 

Xt  = m , cr2t  = 

	

sendo m e (72 	constantes, ou seja, as 

fungoes media e variAncia sao independen-
tes do tempo. Essa propriedade a usada pa-
ra definir os processos estocasticos estacio-
narios em sentido amplo. 

Como a funcao de distrtibuicAo conjun-
ta da variavel bidimensional (X , X ) 

depende samente da diferenca t-s, segue-se 
que a funcao covariancia do processo esta-
cionario e somente funcao da diferenca t-s, 

isto e: 

et,s = et—s = 

sendo: 

n 	t-s 

Dal resulta que os coeficientes da auto-
correlagao dependem sOmente da diferen-
ca t-s, isto é: 

Pt,s = Pn = 
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FUNcA0 ESPECTRAL 
	

estocasticos estacionarios, que existe uma 
funcao F (t), monOtona, nao decrescente, 

Demonstra-se, na teoria dos processos 
	

tal que: 
7r 

fen  = 	eint  d F (t) , n = 0, + 1, + 2, .. .; 

71" 

F ( — 	= 0, F (r) = 0-2 , 

presso por meio de uma integral estocastica, 

Xt  = 	'reit' d Z (x) , I 

„, _ A- 
quando o processo é discreto e: 

co 

quando o processo a discreto, e: 

en — 
	eint  d F  (t), F( — 03 ) = 0, F(+ 03 ) = (r2 , 

se o processo e continuo. 

A funcao F (t) denomina-se funcao de 
distribuicao espectral e, sua derivada, quan-
do existe, e a funcao de densidade espectral. 
Essas fur-10es permitem caracterizar o pro-
cesso estacionario. 

REPRESENTAcA0 ORTOGONAL DE UM 
PROCESSO ESTACIONARIO 

0 Professor Herald Cramer demonstrou 
que todo processo estacionario pode ser ex- 

i Xt  = 	eitx  dZ(x), 

_. 
quando é continuo, onde 

{Z (x), — CO < x < + CO } 

é um processo estacionario particular de 
variaveis aleatOrias complexes, denominado 
processos de acrescimos ortogonais, que tern 
as seguintes propriedades: 

F {[Z (x i) -- Z (x2)] [Z (x3) 	Z (x4)1} = 0, se x 1 	x2  ?. x3 	x4 

E Z (x1 ) — Z (x2) 1 2  = F (x1) F (x2) , x 1  > x2 , 

sendo F (x) a funcao espectral do processo 

{Xt ,tE T}  

TIPOS GERAIS DE PROCESSOS 
ESTACIONARIpS 

Os principais tipos de processos estacio-
narios usados nas aplicacOes econometri-
cas, sac): 

a) Processo aleatOrio puro; 
b) Processo auto-regressivo; 
c) Processo de medias moveis; 
d) Processo harmonico; 
e) Processo de periodicidades ocultas. 

a) Processo aleatorio puro: 

Em urn processo aleatOrio puro as va-
riaveis aleatOrias sao independentes e tern 
a mesma funcao de distribuicao imediato 
que, nesse processo a funcao covariancia é: 

en  = 0, n = + 1, + 2, .... 
e a funcao densidade espectral para o pro-
cesso discreto é: 

2 

f (x) = - 
2 r  

b) Processo auto-regressivo: 

Considere-se uma equagao de diferen-
gas estocasticas de ordem h corn coeficien-
tes reais constantes: 

(7) Xt  bi  Xt_ 	. . . 	bh Xt-h = Yt , 

onde Y
t 

pertence a urn processo aleatOrio 

puro de media zero e variancia (r2 . 

A equagao (7) define uma variavel alea-
tOria X , que quando pertencente a urn 

processo estacionario, este recebe a deno-
minacao de processo auto-regressivo. 

Para obter a solucao de (7), considera-
mos a equacao homogenea associada: 

(8) Xt  + 1) 1  Xt _ 1  + + bh Xt _ b  = 0, 

que tern para equacao caracteristica: 
(9) Zh 101  zh - 1 + 	hb  = 0  

Para simplificar o tratamento materna-
tic°, vamos supor que as raizes desta equa-
cao sao simples e que todas sao pontos in- 

teriores do circulo unidade I Z < 1 , isto é: 
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1,1Z2j< 1 ,...,lZhi< 1. 
A solugao geral da (8) é, portanto: 

h 

(10) Xt = E 
j=1 

onde os 	, j = 1, 2, ..., h 	sao cons- 
tantes. 

Uma solucao particular da equagao (7) 

se obtem formalmente, considerando a serie 

de variaveis aleatOrias: 

(11) Xt  = ao  Yt  + 	+ a2  Y 

onde os coeficientes a l  , a2  , 	satisfazem 

ao sistema de equacoes lineares: 

ao = 1 

al  ± b 1  = 0, 

a2 	al 1)1 	b2 = 0, 

ah  ah- bi + 	b2 + • • . + bh 0, 

ak + 	+ •ak-2b2 	ak_h bh 0, > h) 

cujas incOgnitas a l , para i = 1, 2, 3, ..., 

sao univocamente determinadas porque o 
seguinte determinante a diferente de zero: 

0 0 
	

0 

bi 
	1 
	

0 
	

0 

112 
	

b 1 
	1. 	0 

1)1,1 bh-0 bh-3 • • • 1  

Podemos demonstrar que na hip6- 

tese admitida acima de que as raizes 

Z1, Z2, • • •, Zh sejam pontos interiores do 

circulo unidade, a serie (11) e convergente. 

Por conseguinte, a solucao geral da (7) é: 
= 

(1 2) 	Xt  = E 	zl• + Yt + al Yt-i 	2.2 Yt-2 + • • • 
;-1 

Como o somatOrio da relacao anterior 

tende a zero, entao: 

(13) Xt  = Yt 	at Yt-1 + a2 Yt-') + • • • • 

a solucao de regime da (7). A essa mes-

ma conclusao, sOmente com uma maior soma 

de trabalho chegar-se-ia se a equacao ca- 

racteristica (9) tivesse raizes maltiplas, in-
teriores ao circulo unidade. 

Multiplicando-se ambos os membros de 

(7) por Xt+m  eXt _ m , respectivamen-
te, e em seguida, determinando-se a espe-
ranca matematica dos termos das equaciies 
assim obtidas, vem: 

(14) 
am  

Pm 	bl Pm -1- 1 + • • • + bit Pm + h """-- 

Pm + b1 pm- + • • • + bh Pm-h = Aa >0, 

> 0, ao  = 1 

onde: 

g = a(2) 	+ 
A Ultima equacao permite construir o 

correlograma do processo e a penaltima es-
timar os parametros a , m = 1, 2, ..., 

quando se conhecem os coeficientes de au- 

tocorrelagao pm , para m = 0, ± 1 + 2, ... 

Notando-se que (14) tern a mesma 
equagao caracteristica que a (7), a sua solu-
cao geral sera: 

(15) 	p m = E B; 	, 
=1 

onde os B . sao constantes a serem determi-
) 

nadas por condicOes iniciais. 
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IZ1 1< 1,1Z2l< 1 , 	iZhi < 1 . 

A solucao geral da (8) é, portanto: 

h 
(10) 	Xt = E 	, 

j =1 
onde os 	A, , j = 1, 2, ..., h 	sac) cons- 
tantes. 

Uma solucao particular da equacao (7) 

se obtem formalmente, considerando a serie 

de variaveis aleatOrias: 

(11) Xt = ao Yt 	alYt- i 	a2 Yt-2 • • • •1 

onde os coeficientes a l  , a2  , 	satisfazem 

ao sistema de equagoes lineares: 

ao = 1 

al b 	 = 0, 

a2 	h1 	h2 = 0, 

ah 	ah- bt 	ah-2 b2 	. 	bh 0, 

ak + ak-ibt + -ak-2b2 + • • • + ak-h bh = 0, (k > 

Podemos demonstrar que na hip6- 

tese admitida acima de que as raizes 

cujas incOgnitas a, , para i = 1, 2, 3, ..., 

sao univocamente determinadas porque o 
seguinte determinante a diferente de zero: 

1. 0 	0 	... 0 

b 1 1 	0 . 0 

b2 b 1 	1 	... 0 = 1 

bh-9 bh-3 • • 	• 1  

Zl, Z2,•••,Zh 
sejam pontos interiores do 

circulo unidade, a serie (11) e convergente. 

Por conseguinte, a solucao geral da (7) é: 

(12) 	Xt  = E 	Y, + a l  Y - t-1 	a2 Yt-2 + • • • 
j =1 

Como o somatOrio da relacao anterior 

tende a zero, entao: 

( 13) Xt = Yt + at Yt - 1 + a2 Yt - 0 + • • • • 

a solucao de regime da (7). A essa mes- 

ma conclusao, sOmente coin uma major soma 

de trabalho chegar-se-ia se a equacao Ca- 

racteristica (9) tivesse raizes multiplas, in-
teriores ao circulo unidade. 

Multiplicando-se ambos os membros de 

(7) por Xt+m  e Xt _ m  , respectivamen-
te, e em seguida, determinando-se a espe-
ranca matematica dos termos das equagOes 
assim obtidas, vein: 

(14) 
	

Pm + hi Pm + 1 + • • • + b It Pm +h = 
am 	

>0, ao  = 1 

Pm + b1 P.-1 + • • • + bh Pm -h = 	> 0, 

onde: 

 g = ao + al
2  

a2 
A Ultima equacao permite construir o 

correlograma do processo e a penilltima es-
timar os parametros a , m = 1, 2, ..., 

quando se conhecem os coeficientes de au-

tocorrelagao pm , para m = 0, + 1 ± 2, ... 

Notando-se que (14) tern a mesma 
equacao caracteristica que a (7), a sua solu-
cao geral sera: 

(15) 	p m = E Bi 	, 

onde 	 ande os B . s o constantes a serem determi- 
) 

nadas por condicOes iniciais. 
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Se as raizes da (9) sac) complexas, 
tem-se: 

Z;  = Pi  (cos 0; 	i sen 

onde 
	p1  e 0; 	sao, respectivamente, o 

modulo e o argumento do complexo Zi  . 

Portanto, a (15) podera ser escrita: 

s 
pin = Ao + E 1111  (13; cos m 0;  + IV sen m 00 

i = i 

onde S = [—h 	, ou seja, o maior intei- 
2 

Xt 	Xt-1 	Xt-2 = 

cuja solugao de regime e: 

Xt  = al)  Yt  + al  Yt _ i  a2  

Pelo que vimos, os coeficientes desta 
expressao sao determinados pelo sistema de 
equagOes lineares: 

ao= 1 

al + 1)1 = 0  

(16) 8.2  + ai  b i  + h2  = 0 

ak ak-1 + ak_ 21)9 = 

Donde se obtem: 

ao =1  

(17) a l  = - b 1  

a2 = 	b2 11 7 

Observemos que a Ultima equacao do 
sistema (16) e de diferentes Fontes nas in-
cOgnitas a 1  Logo, a sua equacao caracte-

ristica 6: 

(18) Z 2  + biZ + b2  = 0, 
que tern as seguintes raizes: 

- b1  ±  i 14 b2 -- 
(19) Z = 	4 b2  > 

Escrevendo-se: 

p = 	< 
1141)9-b;!  

	

cos 0 = 	
b
_ , sen 0 = 

2'0b2 	 2 -Vb2  

h 
ro menor que ou igual a 7  

Corn 	I Pi I < 1, 	entgo, 	p 	0 , 

quando m-÷ c° • Os Pin  compaem-se, 
assim, de harmOnicos amortecidos, e tende-
rao a zero oscilando em tOrno desse valor. 
A mesma conclusao chegar-se-ia se a (9) 
tivesse raizes multiplas. 

Urn caso que freqiientemente ocorre 
na pratica a aquele em que a equacao (7) 

de segunda ordem. Nesse caso, tem-se: 

Yt , corn 4 b2  > 	b 2  < 1 

Portanto, a solucao geral de (16) é: 

(20) 	ak  = Pk  (CCOS Ok + D sen B k) , 

onde as constantes C e D sao determina-
das pelas condicOes iniciais (17). Sendo 
assim, tern-se: 

= 1 

D = cot 0 

Substituindo-se esses valores na (20), 
obtem-se: 

Pk  = )1 4b2 — 14.  

que conjugada corn a expressao de X t  , re- 

sulta a solucao do model° auto-regressivo 
particular ern exame. 

Para obter o correlograma do proces-
so, devemos resolver a seguinte equacao 
de diferencas: 

Pm + h1  P.-1 + 1)2 Pm-2 — 0 , 

que tern tambem a mesma equacao caracte-
ristica (18). Sua solucao geral sera, por 
conseguinte: 

= dim  (c cos m 0 + b sen m 0), 

onde as constantes C e D, serao determi-
nadas pelas condicOes iniciais: 

Po = 

P1 + h1 + 1)2 P1 = 0 , 

ou seja: 

Po = 1  

2 
pk-1-1 sen (k + 1) 0 , 

tern-se: 

Z 	p (cos 0 + i sen 0). 

bi 
Pt = 	 

+ b2  
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Dal se segue que: 

Pm — 	
1 + p2) sen 	

sen (k 	1) - p2  sen (k - 1)0} . 
(  

Desenvolvendo-se 	 sen (k 	1) 0 = sen k 0 cos 0 + sen 0 cos k 0, 
sen (k 	1) 0 e sen (k - 1) 0 	sen (k - 1) 0 = sen k 0 cos 0 - sen 0 cos k 0, 

pelas formulas conhecidas da trigonometria: 
	tem-se: 

sen2  (k 	1) - p2  sen (k - 1) 0 = (1 - p2) sen k 0 ccs 0 + (1 + p2) sen 0 cos k 

e, por conseguinte: 

k [ 	
2 

— 2  

Pk = P 	 sen k 0 cot 0+ cos k p  

Escrevendo-se: 
1  + p2 

tg ‘p — 	 tg , 
1 

resulta da relagan anterior: 

pk  = pk sen (k 0 + 

Essa expressao vem mostrar que pk 

oscilara corn periodo 	 em tOrno do 
0 

eixo horizontal e que sendo p<1, as osci-
lacOes serao amortecidas. 

c) Processo de medias meveis 

0 processo de medias mOveis (*) de or-
dem h, e definido pela relagao: 

Xt = ao Yt 	at Yt - 1 + • • • + all  Yt - h 

onde 	yt  ; t 	— 1 o 	...  
chamado processo primario, a urn processo 

aleatoric) puro de media "m" e variancia (T 2  

Da Oltima igualdade resulta que a va-
riancia do processo a dada por: 

2 

	

D2 (xt)  = (302 + a21  + 	+ ah2 ) 

tendo em vista que as variaveis aleatOrias 

Y t 7 Y t -  7 • • • 7 Yt—h 

nadas.  

Como o processo 

frt  ; t = 	- 1,0, + 1, ...) 

e aleatoric) puro, sem perda de generalida-
de, podemos supor m 0, para determi-
nar o correlograma do processo 

(Xt  ; t = 	- 1,0, + 1, .. 

Portanto: 

± • • • ± ah ah-k 

g 

Pk = 0, para k > h . 

sendo: 

	

2 	2 	2 
g = ao ai 	ah 

Por conseguinte, o correlograma tern 
ordenadas iguais a zero, para k>h. 

d) Processo harmilnico: 

Urn processo estocastico 

	

{Xt, ; t = 	- 1,0, ± 1, 	...} 

e harmOnico quando as variaveis X t  sac) 

definidas por: 

ak  ao  
Pk = 

(21) Xt = AO + E (A;  cos t + Bi  sen t 
1=1 

onde os A e B sac) variaveis aleatOrias. 
1 	1 

O harmOnico: 

nao sao correlacio- 	 Ai  cos t 	Bi  sen t , 

pode ser escrito: 

Ai  ccs t Pi 	Bi  sen t 	Ci  cos (0i  t 	co;); ci  = 	+ 	; tg = 7ILB  , 

sendo C , sua amplitude; 

se e 	
2a

= 	seu periodo. 
0;  

sua fa- 	Pode-se demonstrar que o correlogra- 
ma do processo e definido por: 

(22) pm  = ao  E 	eosin oi  bi  sen m 01), 

onde os a e b sao constantes. 

Comparando-se as relacoes (21) e (22) 
(*) Veja Revista Brasiliera de Estatistica ns. 87 e 88: 

Jesse Montello, Sate a determinaedo dos Processos 
Estocdsticos Primdrios. 
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constata-se que o correlograma tern os 
mesmos periodos que o processo estocas-
tico. 

e) Processo de periodicidades ocultas: 
0 processo de periodicidades ocultas 

(hidden periodicities) resulta da superpo-
sick> de urn processo harmanico corn urn 
dos processos: aleatorio puro, auto-regres-
sivo ou de medias mOyeis. 

MODELO DE SAMUELSON 
Um modelo bastante interessante na 

teoria dos ciclos e o de Samuelson que se 
baseia em uma combinacao do multiplica-
dor e do acelerador. Tratamos &este mode-
lo dando inicialmente a sua formacao es-
tocastica. As suas equacCies estruturais que 

(26) 	It = ab (Yt-1 - Yt 

Substituindo I t  dado pela (26), e C t , 

dado pela (24), na equag5o (25), tem-se: 

Yt = a Yt-1 	ab (Yt-1 

compreendem uma equacao de definiclo e 
duas equagOes de comportamento (consu-
mo e investimento), sac): 

(23) Yt = et + It 

(24) et = a Yt - 1 + Lt 
(25) I t  = b (Ct - Ct- 1) + I ± Ut" 
(principio do acelerador), sendo I o inves- 

timento autanomo e Ut e 11 /,' variaveis 
aleatOrias pertencentes a dois processos es-
tocasticos. As condicaes iniciais s5o: 

Yo = Ro e Y1  = 
e o investimento autanomo I e a imica va-
riavel ex6gena. 

Substituindo a expressao de C , dada 

pela (24), na equacao (25), obtem-se: 

-2) ± b (IT; - irt-1) ± + 11/  

Yt- + I + b (1.7 - TT) + Ut 
ou: 

Yt a ( 1 	Yt-1 	Yt-9 = I + h (T_T - 1_1') + 

Fazendo-se: 

Ut  = b (U't  - IT_ 1) 	IT't% 
tem-se: 

(27) Yt a ( 1  + Yt- 	Yt- 2 = + frt 
onde U e uma yariavel aleatOria pertencen-

t 
to a urn processo estocastico, que resulta 
de uma combinacao linear, dos acima men-
cionados. Sabre o processo 

(iTt; 	= • • • - 	0, + 	...) 
faremos a hipatese de que e aleatario puro 

de media zero e variancia cr 2  

Uma solucao particular da equacao ho-
mogenea: 

Yt a (I + b) Yt-1 ab Yt-9 = 
e: 

Yt  = Y (constante) 
De fato, tern-se: 

(28) Y - a (1 + b) YR- ab = I 
ou: 

Y (1 - a) = I, a < 1 
Donde: 

Y= 
I 

1- a 

Subtraindo-se ordenadarnente as equa-
goes (27) e (28), e fazendo-se: 

Yt Y = t • 
teremos: 

(28') Yt  - a (1 ± b) Yt- 	t1bYt-9 = Ut • 
por onde se ye que na hipotese de que U 

pertenca a urn processo aleatOrio puro, a 

variavel Yt  (on YO perteneera a urn pro-
cesso auto-regressivo. 

Consideremos a equacao homogenea 
associada a (28'): 

(29) yt  - a (1 + y t_ i  aby t, = 0, 
cuja equacao caracteristica é: 

(30) Z 2  - a (1 ± b) Z-}-ab =0 

Resolvendo esta equacao, tern-se: 

a (1 ± ± N/a2  (1 ± b)2  - 4ah  
Z 

2 

Podemos distinguir tres casos: 

I) As raizes sat) reais e desiguais: 

a2  (1 ± b) 2  - 4ab > 0 
II) As raizes sac) reais e iguais: 

a2 (1 + b) 2  -. 4ab = 0 
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0,8 

0,6 

0,4 

3 2 4 

Podemos agora construir o grafico de 
funcao (Fig. 1): 

0 

1,0 

I. D. 
1. A. 

III C 

0,2 

B 

Observando-se que a > 0 as condicoes 
anteriores podem ser substituidas, respecti-
vamente, por: 

4b 	 4b 
	 • HI) a < 	b)2 . 
(1 + b)2  ' 	(1 + b)2  

III) As raizes sao complexas conjugadas: 

a2  (1 + b) 2  - 4ab < 0 

I) a> 	
4b 	

• II) a 
(1 ± b)2 ; 

No piano (a, b), as regioes definidas 
por essas relagOes podem ser facilmente 
construidas. De fato, estudemos inicialmen-
te a variagao de funcao: 

(31) 	
4b 

= —, para, b > 0 
(1 ± b) 2  

Para b > 0 , essa expressao define uma 
funcao continua, tal que: 

b = 0 , acarreta a = 0 

b -->- co , acarreta a -÷ 0 

A derivada da (30) é: 

, 	4 (1  - b) 
a - 

(1 + b)3  

que se anula para: 

b = 1 

Para 0 G b < 1, tem-se, entao a' > 0 
ou seja, a funcao a (31) a crescente de b. 

Para b < 1, tern-se: a' < 0 e a funcao 

(31) a decrescente. 

Portanto, para b = 1, a funcao defini-
da pela (31) tern urn maximo de valor: 

a = 1 

Esses resultados podem ser condensa-

dos no seguinte quadro de variacao da fun-

cao (31): 

b 0 1 / 2,0 / 3,0 / + 03  

a o 
/ 

1 (max) \ 0,9 \ 0,75 
\
\ +0 

a' + + 0 - - - - 
- - 0 



No que se refere a concavidade, verifi-
ca-se que: 

(1 ± b)4  
que se anula para b = 0. Quando b < 2, 
a" < 0 e a curva a cOncava para baixo e 
quando b > 2, a" > 0 a curva a cOncava 
para cima. 0 ponto de inflexao correspon-
de a b = 2. 

Na Fig. 1, os pontos interiores da re-
giao I (I-A e I-D) correspondem as raizes 
reais e desiguais da equagao (30); os pontos 
sebre a curva II correspondem as raizes 
reais e iguais e aqueks interiores a regiao 
III (III-B e III-C) as raizes complexas. 

< 4 — 4a 

—4ab <4- 4t  

—4ab < 4 — 4a 

A seguir discutiremos o comportamen-

to das solugOes da equagao (29). Quando 

as raizes Z e Z
2  da equagao (30) sao 

reais e desiguais, tern-se: 

Yt, = C1 Z1 d- C 2  4 

facil ver que ambas as raizes Z e Z 
1 	2 

pertencem ao intervalo aberto (0,1), se 

b < 1. De fato, essas raizes sao maiores do 

que zero, porque: . 

a (1 + b) > Va2 (1 — b)2  — 4ab 

Por outro lado, como a < 1 e b < 1, 

tern-se sucessivamente: 

4ab 

(1 + 

an = 8 (b — 2)  

(32) a2  (1 + b) 2  — 4ab < 4 — 4a (1 -I- 	+ a2  (1 + b) 2  

Por extragao de raiz quadrada, consi-
derando so o radical positivo, tern-se: 

Va2  (1 + b)2  — 4ab < 2 — a (1 ± b), 

observe-se que, em virtude das hipOteses, 
2 — a (1 + b) > 0. 

Logo: 

a (1 + b) + Va2  (1 + b) 2 — 4ab  
<  

2 
o que demonstra que as duas raizes sao 
menores do que 1. 

Vemos assim, que quando o ponto 

(a, b) E I e a < 1 e b < 1, isto é, na regiao 

I-A do grafico, as raizes Z 1  e Z
2 
 perten-

cem ao intervalo (0,1). Portanto: 

lim yt  -= 0 
t--). co 

Sempre que (a, b) E I D isto é, se 

b 	1, tern-se: 

lim yt  = co , 
t 

porque de (32) se obtem: 

/a2  (1 -I- b12  — 2 < a (1 + b) — 2 , 
e a (1 	b) — 2 	0. Para verificar esta 
Ultima desigualdade, basta notar que se 
tern sucessivamente: 

b> 1 ,-----p-b±b> 1 ±bou 2 b> 1 ±b--=-> 
1 ±

2b  

b >1  

Como se tem em I-D: 

a > 	_ 	 > 
4b 	2 	2b 	2  

(1 ± b) 2 	1 + b 1 ± b 	1 ±b 
entao: 

a (1 + b) 2 

Dai se segue que: 

a (1 + b) — v'a2  (1 + b)2 -4ab  
2 	

>louZ1>1 

e, portanto: 

lim yt  -= 0 

Quando as raizes da equagao (30) sao 
reais e ambas iguais a Z tern-se: 

Yt = (C1 + C2 t) Zt1 y 

onde Z 1  — 
a (1 + b)  

2 
Se b 1 e como a< 1, a imediato que 

Zi  < 1, porque a (1 + < 1 + b < 2 

Logo, neste caso, tem-se: 

(33) 	lim y t  = 0 
t—± co 

Por conseguinte, quando o ponto (a, b), 
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se desloca sObre o trecho OE da curva II, 
entao a (33) se verifica. 

Quando b > 1, tern-se 

a (1 + > 2 e Z 1  > 1 

Logo: 

lim yt  = co 

Consideremos agora o caso em que as 
raizes de (33) sao nUmeros complexos con-
jugados. Neste caso, os pontos (a, b) per-
tencem a regiao III da Fig. 1, e as raizes de 
(30) sao dadas por: 

Z = c ± id, 
onde: 

	

a(l+ 	1 	  
c = 	

b) 
 2 	e d = -2- V4ab - (1 + b)2  

0 modulo de ambas as raizes é: 

p = Vab 

Escrevendo-se: 

a(1 + b) 	 a2  (1 ± b) 2  
cos 0=   esen 0 = 111 	1 

2 Vab 	 2 
as raizes da equagao (30) podem ser escri-
tas na forma trigonometrica: 

Z1 = p (cos 0 + i sen 0) = Vab (cos 0 + i sen 0) 

Z2 = p (cos 0 - i sen = Val) (cos 0 i sen 0) 

Por conseguinte, a solucao geral da 
equacao (29) é: 

(34) 

(35) 

Observando-se que a Ultima equacao 
(35) tern tambem a equacao caracteristica 

Para estudar o comportamento assin-
tatico desta solucao, devemos distinguir 
tres casos: 

i) ab > 1, 	ii) ab = 1 	e iii) ab < 1 

A curva de equacao 

ab = 1 

representa uma hiperbole que decompOe a 
regiao III da figura nas duas seguintes 
III-B e nas quaffs se tem respectiva-
mente ab < 1 e ab > 1. 

Para os pontos da regiao III-B, tem-se 
em virtude de (34): 

lim yt  = 0 
t-÷0. 

Quando o ponto (a, b) E III. C, entao, 

lim Yt = 

Sempre que (a, b) esta sObre a curva 
da equacao ab = 1, tern-se: 

yt  = A cos 8 t B sen 0 t 

e y nao tende para nenhum limite, mas 

oscilara em tomb de zero. 

Estudemos, agora, a solucao geral da 
equacao (28'). Uma solugao particular se 
obtem escrevendo: 

(34) yt  = ao at + ai ut-i + a2 at-2 + 
onde os coeficientes ao, a1 , a2  , 	sao de- 
terminados pelo sistema de equagOes li-
neares: 

para k > 2. 

(30), a sua solucao geral sera: 

73-  
Yt = (ab) (A cos 0 t 	B sen 0 t) . 

ao = 1  

a l  - a (1 + b) =0 

a2  - a t  a (1 ± b) aba2  = 0 

ak ak-i a (1 + + abak _ 2  = 0, 

(i) a k  = C I  Zt ± C2 a se a > 

= (C1 + C2 k) 4, se a - 

4b  

(1 + b)2  

4b  

(1 4- b) 2  

(iii) ak  = (ab) (C 1  cos 0 k + C2 sen 0 k), se a < 
4b  

(1 + b) 2  
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Z2  
I C2 Z 1  

I 
+ C1 zti + 

rzt -F1 4+1 

( 1 2 Z2 + 
k=11 	Zi — 2 

i) Yt = 
1 — 

Ut- k 

sendo 0 o argumento das raizes Ze Z 1 	2 
As constantes Cl 	2 

e C devem ser de- 

terminadas de modo que as duas primeiras 

condicees (35) sejam satisfeitas. 

No caso da solucao (i), tem-se: 

C1 + C2 = 1 

CI Zi C2 Z2 = a (1 + b) 

Donde se obtem: 

Zi 	 Z•, 
L 1  C — 	 C2 = 	r.7 

— Z2 , 
	

Z2-7i1 

e a solucao particular procurada da ultima 

equacan (35), sera obtida fazendo-se: 

Zir"-4 +1  

Zi — Z2 

na serie (34), desde que a < 1 e b < 1 

porque, entao, ns raizes Z1 2 e Z perten- 

cem ao intervalo aberto (0,1). 

Para a solucao ii) tem-se de modo 

analogo: 

C i  = 1 

(C 1  + C2) Z 1  = a (1 + b) 

donde se obtem: 

C 1 	1  

e, portanto: 

at)  = 1 

ak  = a (1 + b) 	 , k = 0,1,2, .. • 

Substituindo-se esses valores na serie 
(34), obtem-se a solucao particular pro-
curada, desde que b < 1 e a < 1. 

Para a solucao ii), tem-se: 

C 1  = 1 

(ab) (C1 cos 0 + C2 sen 0) = a (1 + b) 

Donde: 

C 1  = 1 

C2 = Cot 0 

A solucao particular se obtem, entao, 
fazendo na (34): 

sen (k + 1) 0 

sell 

desde que ab < 1. 

Observando-se que: 

send() Y — 	 
1 — a 

tern-se que a solucao da equacao (27) pode 
assumir os seguintes aspectos: 

Yt  —Y = Yt 

quando o ponto (a, b) pertence a regiao 

I. A. da Fig. 1. Nessa regiao a solucao de 

regime sera: 

— 	TT  
Yt  	E 	 t- k 

1 — a 	k = 0 	Z1 — Z2  

o ultimo termo indicando a repercussao das 

componentes aleatOrias do model° sebre o 

I 
valor limite 	 

1—a 

ii) Yt =  	(C1 + C2 t) Zt +a(1 + b) [17t+ 	Zit' 1  I-ft- ki 
1—a 	 k = 1 

quando o ponto (a, b) se desloca sObre o 
	me sera: 

trecho OE de curva II. A solucao de regi- 

Yt= 	+a (1 + (u-F E 	u, 
1— a 	 k 1 

ill) 	Yt  = 	 + (ab) t  (C1 cos 0 t + C2  sen 0 t) E 1— a 	 k = 0 

	

sen (L. + 	1) 

	

sen 0 	
Lt-k' 

132 	 REVISTA DO BNDE 



Po = 1  e Pi= ab 

a (1  

quando o ponto (a, b) pertence a regiao 

III-B. A solucao de regime sera, entao: 

sen (k  + 1) B, 
Yt — 	 E 	 u t- k 

sen 0 1 — a 	k =0  

Para as outras regiiies, a renda tende 

para infinito ou nao tende para nenhum 

limite.  

lo de Samuelson, determinaremos o corre-

lograma do processo estocastico definido 

pela equagao (27). Pelo que vimos ante-

riormente, concluimos que esse correlogra-

ma se obtem como solucao da equagao de 

diferengas finitas: 

Pm a (1 + 	Pm-i ab pni_2 = 0 

Finalizando este estudo sabre o mode- 

0 	p,, = C 	+ C2 V2, Se > 

Pm = (C1 + C2 In) VP, se a -= 

A solugao desta equagao sera: 

4b 
 (1 + b)2  

4b 
 (1 + b)2  

m  
2 

iii) Pm = (03) (Ci cos 0 m + C2 sen 0 m), se a < 
4b 

(1 + b)2  

desde que as raizes da equagao caracteris-

tica (30) sejam pontos interiores do circulo 

unidade / Z / E 1. 

As constantes C 1  e C2  serao determi-

nadas pelas seguintes condigOes iniciais: 

Po = 1 

P1 —  a (1 + + ab pi = 0 

ou: 

As relacilies acima permitem concluir 

que, quando: 

i) o ponto (a, b) pertence a regiao I-A, 

ou se desloca sabre o trecho OE da curva 

II, os coeficientes de autocorrelacao do pro-

cesso tendem para zero; 

ii) o ponto (a, b) pertence a regiao 

os coeficientes de autocorrelacao ten-

dem a zero, oscilando em tomb desse valor. 

Pelo que vimos acima, considerando os 

modelos estocasticos podemos analisar a re-

percussao do conjunto das variaveis alea-

tOrias sabre as variaveis endOgenas. 
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SUMMARY 

The paper concerns to econometric theory 
as a tool to economic planning. In the first place, 
the author defines econometric model, showing 
its use to study the econometric and statistical 
problems in model construction. 

After classifying and exemplifying funda-
mental variables belonging to a model, the 
authour examines several kinds of models: 
deterministic and stochastical models, statical 
and dynamic models, interdependent and re-
cursive models. 

The author proceeds studying the use of 
stochastical process in econometric models, as 
well as the principal kinds of stationary process: 
random process, process of autoregression, 
process of moving averages, harmonic process 
and process of hidden periodicities. 

Conncluding the paper, the author analyzes 
Samuelson's Model and its aplication in econo-
metric studies. 

RÉSUMÉ 

Ce travail met en relief le role de l'econo-
metrie en tant r'instrument de la planification 
economique. L auteur souligne, d'abord, le 
concept de modele econometrique et annote 
l'emploi de celui-ci a l'etude des phenomenes 
economiques, ainsi que les problemes statistiques 
qui se presentent lors de l'elaboration d'un 
modele. 

L'auteur classifie les variables renfermees 
dans un modele, en donne des exemples et 
examine ensuite les differents types de modeles: 
determinatifs et aleatoires, statiques et dynami-
ques, interdependants et recoursifs. 

L'auteur etudie ensuite, en detail, l'emploi 
des processus aleatoires dans les modeles econo-
metriques tout en analysant les fonctions valeur 
moyenne et covariance d'un processus aleatoire 
ainsi que le processus aleatoire stationnaire et 
les differents types generaux de processus sta-
tionnaires: processus aleatoire pur; processus 
autoregressif; processus de moyennes mobiles; 
processus harmonique et processus a periodicites 
cachees (hidden periodicities). 

L'auteur termine en se penchant stir l'ana-
lyse du modele de Samuelson et son application 
aux etudes econometriques. 
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