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RESUMO

CARDOSO, Samuel de Oliveira. Matematica Financeira com abordagem pela Modelagem
Matematica. 2022. 136 f. Monografia (Especializacdo em Aprendizagem em Matematica) -
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro,
2022.

Este trabalho apresenta conteudos matematicos com as abordagens critica e reflexiva
para o desenvolvimento da Matemadtica Financeira por meio da mediacdo da Modelagem
Matematica. E importante mencionar o papel de destaque das ferramentas tecnologicas durante
a execucdo das tarefas de modelagem. No trabalho, realiza-se uma discussdo teorica a partir da
Matematica Financeira e da Educagdo Matematica, aplicando-se ainda uma Oficina de
Matematica Financeira com os principios da modelagem para a anélise dos principais resultados
observados. Adicionalmente, realiza-se uma discussao sobre o papel da Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) na maior enfatizacao das habilidades financeiras dos alunos. Por fim, a
pesquisa aponta para maiores desafios direcionados a alunos e a professores diante do atual
contexto e sugere um esfor¢o nacional para a melhoria da formagao do professor de Matematica
em relagdo a esta tematica.

Palavras-chave: Matematica Financeira. Modelagem Matematica. Educagdo Financeira. Base

Nacional Comum Curricular (BNCC).
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INTRODUCAO
A Base Nacional Comum Curricular (BNCC), documento de referéncia nacional,
sistematiza um conjunto de aprendizagens essenciais para todos os alunos da Educagao Bésica,
a fim de que se atinja, entre outros objetivos, uma formagao humana com abordagem integral.
Essas aprendizagens essenciais devem contribuir no desenvolvimento de um conjunto

de competéncias gerais, sendo competéncia definida como:

A mobiliza¢do de conhecimentos (conceitos e procedimentos), habilidades
(praticas, cognitivas e socioemocionais), atitudes e valores para resolver
demandas complexas da vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do

mundo do trabalho. (BRASIL, 2018, p.8)

A BNCC traz, em seu conteudo, o desafio da implementagdo da Educacdo Financeira
para a Educacdo Basica, estabelecendo que os professores devem oportunizar abordagens sobre
Educagdo Financeira, tratando de questdes, como, por exemplo: taxas de juros, inflagdo e
rentabilidade. Contudo, uma questdo de ordem pratica surge: com que instrumentos
implementa-la?

Inicialmente, serd analisado um caminho fornecido na BNCC, que menciona sobre a
Modelagem Matematica no contexto da Educagdo Matematica para o Ensino Fundamental com
a seguinte redacao: “Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnologias
digitais disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de outras areas de
conhecimento, validando estratégias e resultados.” (BRASIL, 2018, p.267).

Assim, a Modelagem Matematica pode ser utilizada como uma importante estratégia
para a aplicagdo de atividades de Educacao Financeira no contexto da BNCC. Alids, as duas
possuem um ponto comum de destaque: o “carater transdisciplinar”.

A Monografia buscara evidéncias tedricas e empiricas de que a metodologia de
Modelagem Matemadtica para o ensino de matematica (a Modelagdo Matematica) ¢ um relevante
instrumental didatico para a “producdo de significados” na Educagao Financeira em Contextos
Escolares (EFCE).

No Trabalho, sera considerado o conceito do Livro Aberto do IMPA para Educagao

Financeira em Contextos Escolares (EFCE), colocado da seguinte forma:

Abrange um processo educativo complexo, desenvolvido a partir de um
conjunto de estratégias direcionadas ao ambiente escolar, considerando
diversos aspectos: matematicos, ndo matematicos, didaticos e

multidisciplinares. (IMPA, 2020, p.1).

Ha aspectos matematicos e ndo matematicos da EFCE abordados com Modelagem

Matematica. Um exemplo de aspecto matematico ¢ a apresentagdo de formulas de matematica
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financeira por “processo construtivo” (constru¢do de formulas através da generalizagdo de
padrdes numéricos).

Ja a elaboragao de um orcamento familiar e as discussodes acerca dos diferentes tipos de
previdéncia no Brasil sdo exemplos de aspectos ndao matematicos da EFCE no ambito da
Modelagem Matematica. Um outro exemplo ¢ a questdo atitudinal perante situagdes reais que
envolvam decisdes financeiras pessoais com os instrumentos de matematica financeira.

Neste trabalho, tem-se que a Educagdo Financeira mediada pela Modelagem
Matematica (no ambito da Educagdo Matemadtica) centra-se na formacao de um aluno critico,
auténomo e reflexivo, inclusive sobre questdes transversais & matemadtica, tendo, assim,
competéncias de interpretagdo, de compreensdo e de agdo sobre a sua realidade. Nesta
modelagem, o conhecimento se dé através de um processo de construgdo coletiva.

Na Monografia, diferentes concepcoes de Modelagem em Educagdo Matematica serdo
tratadas na revisao de literatura para reflexdo sobre o tema. Neste momento, contudo, sera
apresentada apenas a defini¢do de Jonei Barbosa: “Modelagem ¢ um ambiente de aprendizagem
no qual os alunos sdo convidados a indagar e/ou investigar, por meio da matematica, situagdes
oriundas de outras areas da realidade”. (BARBOSA, 2001, p.6)

Essa concepcdo de modelagem focaliza-se no ambiente escolar e nos alunos, a fim de
que tenham um aprendizado mais efetivo, isto €, “com mais significados” sobre um tema
especifico e de que, adicionalmente, desenvolvam as suas habilidades de “modelagdo” para
outros aprendizados matematicos, além das modelagens financeiras a serem apresentadas neste
trabalho.

Esse autor reforca a constante “atitude de indagacdo”, que deve estar presente na
modelagem para os processos de: busca, selecdo, organizacdo e manipulagdo de informacdes.

Com tais discussdes e reflexdes, o trabalho pretende, através dos seus instrumentos
metodoldgicos, esbocar uma proposta pedagogica através da Modelagem Matematica e ainda
introduzir sugestdes de possiveis atividades didaticas para a implementagdo da Educagao
Financeira na Educacao Basica.

As atividades serdao desenvolvidas com o detalhamento da constru¢do das formulas
(esbogo das provas), bem como a sua manipulagdo por meio de tecnologias (planilhas,
calculadoras ou aplicativos). Na monografia, serd apenas utilizado, principalmente, o recurso

tecnolédgico das planilhas.
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Objetivo Geral

Apresentar uma proposta metodologica genérica e exemplificar atividades didaticas e
exercicios para a implementacao da Educacao Financeira no Ensino Basico, conforme a BNCC,
utilizando, na medida do possivel, a Modelagem Matematica na Educacdo Matematica como
instrumento de ensino.

Neste sentido, o trabalho serd focado no desenvolvimento de competéncias e habilidades
necessarias ao entendimento do “significado do valor do dinheiro no tempo”, dos fluxos
financeiros de financiamentos e investimentos e das diferengas entre juros simples € compostos.
Adicionalmente, questdes como rentabilidade financeira e inflagdo poderdo ser

contextualizadas e trabalhadas.

Objetivos Especificos

a) Realizar a andlise de factibilidade sobre a proposta metodolégica deste trabalho,
considerando uma amostra de licenciandos em Matematica em uma Oficina
realizada nas turmas de Licenciatura do IFRJ (aplicou-se uma de atividade de
Matematica Financeira e um questionario com perguntas abertas e fechadas).

b) Analisar os desafios para alunos e professores em Matematica Financeira com base
em avalia¢des nacionais recentes, especialmente apos a vigéncia da BNCC.

c) Refletir sobre as formas e os niveis em que a Modelagem Matemaética pode servir

de suporte para a elaboragdo de atividades de Educa¢ao Financeira.

Metodologias aplicadas

a) Leitura e analise das fontes bibliograficas sobre Educagao Financeira e Modelagem
Matematica no ambito da Educagdo Matematica e sobre os pontos de intersecao
entre as duas tematicas.

b) Andlise de questdes de Matematica Financeira presentes em exames nacionais
recentes.

c) Utilizacdo das observagdes da Oficina de Matematica Financeira e dos
Questiondrios elaborados para a Oficina para a focalizagdo nos desafios de uma

Matematica Financeira alinhada 8 BNCC e com abordagem critica e reflexiva.
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1 REVISAO DE LITERATURA SOBRE MODELAGEM MATEMATICA E
EDUCACAO FINANCEIRA

1.1 Modelagem Matematica

A Modelagem Matematica no Contexto da Educacdo Matematica tem o objetivo basico
de tornar o conhecimento interessante e util.

E importante pensarmos a seguinte questdo: como a Modelagem Matematica se conecta
com a Educacao Matematica?

Na perspectiva Freiriana, “o ensino tradicional ¢ o que o professor deposita o
conhecimento, sendo o aluno um simples receptor desse conhecimento”. J4 a educacao
transformadora propde uma reflexao sobre o lugar em que o aluno deve ocupar no processo de
aprendizagem.

O movimento de Educagdo Matematica Critica do educador matematico Ole Skovsmose
surge como alternativa ao ensino tradicional de Matematica por meio de uma interpretacao
critica das ideias matematicas sobre problemas reais.

A Educagao Matematica Critica tem, como foco, a formag¢ao cidada dos alunos. Para
tanto, busca a instrumentalizagdo da Matematica, a fim de que se apresentem ferramentas de
analise critica sobre relevantes tematicas sociais. Além disso, potencializa o processo de ensino-
aprendizagem através de novas conexdes pedagogicas e da introducdo de aspectos
motivacionais no ambiente escolar.

A Modelagem Matematica se interconecta com a Etnomatematica', impactando em uma
aprendizagem mais significativa por meio da fixacdo dos conceitos matematicos pela
aplicabilidade em situagdes reais, da énfase na criatividade e autonomia para formulagdo e
resolucao de problemas e do aprendizado que engloba as competéncias de diferentes culturas
sociais.

A Modelagem apresenta os seguintes objetivos basicos:

a) Construcdo do conhecimento matematico nas diferentes tematicas do curriculo

escolar.

b) Desenvolvimento de habilidades e competéncias para construgdo de Modelos

Matematicos em geral.
c) Estruturagdo de habilidades e competéncias para desenvolvimento de

conhecimentos multidisciplinares de natureza reflexiva e analitica (aplicagdao de

! A Etnomatematica se constitui como um conjunto de formas e percepgdes da Matematica relativas a realidade
de determinados grupos culturais.
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tipologias, defini¢ao de critérios, aplicabilidade com base em critérios, avaliacdo de
modelos, construcao de novas hipoteses, reflexao social, etc.).

As Etapas Basicas de uma atividade de Modelagem Matematica:

a) Elaboracdo da Situacdao-Problema — pode ser feita pelos alunos e pelo professor em
conjunto.

b) Inteiracdo/Simplificacdo — os alunos fazem a leitura da atividade, identificam a
situagdo-problema e levantam as hipoteses (transformagado da situagao-problema da
linguagem natural para a linguagem matematica).

c) Resolugdo — os alunos apresentam uma solugdo que responde a atividade proposta
por meio da criagdo de um modelo apropriado (exemplos: formula, grafico,
maquete, etc.). Caso nao seja possivel e/ou factivel a construcdo completa de um
Modelo Matematico, pode-se ter também como resultados: possiveis respostas,
estimativas futuras, generaliza¢des de problemas semelhantes, etc.

d) Interpretacdo/Validacdo — os alunos analisam a solucdo apresentada e a comparam
com o problema inicial, estando, assim, aptos a responder as seguintes perguntas:
Possui validade ou nao? E aplicavel ou ndo a um problema real?

Assim, quando testamos, analisamos e validamos um modelo, temos as seguintes
perguntas-chave na modelacdo: Resolveu o problema e ¢ viavel? Ainda de precisa de ajuste?
Possibilita estimativas futuras? E aplicavel a qualquer caso?

Destaca-se que, a partir de uma situacao-problema, quando traduzimos a linguagem
natural de um problema para linguagem matematica, em geral, temos algum dos seguintes
objetivos: estabelecimento de varidveis e expressdes algébricas; determinagdo de constantes e
expressoes aritméticas; construgcdo de graficos; esbogo e resolugcdo de equagdes; apresentacao
de dados através de tabelas; determinacao de padrdoes geométricos; e construgao de hipoteses

gerais, etc.
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Alguns importantes teoricos de Modelagem Matematica, dentre outros, sdo destacados
a seguir, conforme a Tabelal:

Tabela 1 — Diferentes concep¢des sobre Modelagem Matematica
AUTOR Modelagem Matematica

BASSANEZI | "Modelagem Matematica ¢ um processo dindmico
utilizado para a obtengdo e validagdo de modelos
matematicos. (...) Consiste, essencialmente, na arte de
transformar situagdes da realidade em problemas
matematicos cujas solugdes devem ser interpretadas na
linguagem usual."

BIEMBENGUT | "Arte de expressar por intermédio de linguagem
matematica situacdes-problema de nosso meio (...)
processo que envolve a obtengdo de um modelo. "

BARBOSA | "Modelagem ¢ um ambiente de aprendizagem no qual os
alunos s3o convidados a indagar e/ou investigar, por meio
de matematica, situa¢des oriundas de outras areas da
realidade.”

FONTE: Acervo do autor (elaboragdo propria).

Segundo Bassanezi (2002), Modelagem Matematica ¢ uma estratégia utilizada para
obtencao de alguma explicag@o ou entendimento de determinadas situagdes reais. Neste sentido,
a Modelagem transforma problemas da realidade em problemas matematicos e os resolve,
interpretando as suas solug¢des na linguagem do mundo real.

O ensino por intermédio da Modelagem contrapde-se ao modelo de ensino tradicional
focado em teorias matematicas vistas e ensinadas como processos acabados, completos e
“descobertos” por matematicos profissionais. Assim, com a Modelagem todos podem “fazer
Matematica” e realizar descobertas tteis no processo de ensino-aprendizagem da Matematica.

Esse modelo de ensino mais tradicional, em muitos casos, implica em um ensino
desconectado da realidade e com poucas reflexdes sobre o processo histérico de construcao da
Matematica.

Para Bassanezi (2002), “Modelo Matematico € um conjunto de simbolos e de relagdes
matematicas que representam, de alguma forma, o objeto estudado, sendo a Modelagem um
processo dinamico, utilizado para a obtengao e a valida¢ao de modelos matematicos”.

Este autor afirma que a modelagem eficiente permite fazer previsdes, tomar decisoes,
explicar e entender certos aspectos analisados com foco na participagao ativa no contexto do
mundo real.

Para ele, o processo de ensino-aprendizagem nao se da apenas do professor para o aluno,
pois ha a interacdo do aluno com seu ambiente natural através da Modelagem. E importante
ressaltar que a Modelagem apresenta o potencial de despertar o interesse e o conhecimento dos

alunos, auxiliando-os na estruturacao das suas formas de agir e pensar.



19

Enfatiza que ndo existem modelos definitivos, pois eles podem sempre ser melhorados,
j& que a modelagem ¢ um processo, pressupondo a unido de teoria e pratica. Diz ainda que,
quando oportunizamos problemas sob a otica da modelagem, temos a chance de gerarmos
significado para os conteudos trabalhados em sala de aula, inclusive quando mesclamos as
aplicagdes matematicas a eventuais aspectos ludicos que possam ser apresentados em aula.

Essa metodologia motiva o seu usudrio a buscar o entendimento racional sobre a
realidade que o cerca e a selecionar os meios para agir sobre ela e para, eventualmente,
transforma-la.

Assim, Bassanezi (2002) refor¢a a importancia do conhecimento das ideias gerais do
Discurso do Método de René Descartes, elaborado no ano de 1637, para um melhor
entendimento sobre a aplicagdo da Modelagem Matematica, na qual o pensamento cartesiano
¢, particularmente, util.

Na modelagem, deve-se ter em mente que estamos trabalhando com aproximacgdes da
realidade, ou seja, realizam-se representacdes de um sistema ou parte dele e a obtengdo do
modelo matematico pressupde a existéncia de um dicionario que interpreta, sem ambiguidades,
os simbolos e as operagdes de uma teoria matemadtica. Neste sentido, hd um processo de
intermedia¢do de um problema original para um modelo matematico construido.

Bassanezi (2002) defende ainda uma possibilidade de ensino que, em certas
circunstancias, pode potencializar a aprendizagem: trata-se do ensino na ordem inversa a usual
em que se conclui um enunciado de uma teoria somente ao fim, conforme o esquema a seguir:
Aplicagoes — Demonstragdo (Esbog¢o) — Enunciado (Resultado).

Isso porque, partindo de aplicagdes sem grande complexidade, a possibilidade de
reten¢do do conhecimento (por meio de descobertas matematicas individuais e coletivas) tende
a ser maior, pois o “saber matematico” ¢ construido, desde o inicio, j4 com a resposta do: “para
que isso serve?”. Nesta sequéncia, esbog¢ando ideias e pequenas demonstracdes, pode-se
formalizar, em um processo construtivo, os resultados finais de uma Teoria Matematica.

Segundo Bassanezi (2002), as atividades intelectuais para a Modelagem Matematica sdo
as seguintes:

1) Experimentacio: ¢ uma atividade, essencialmente, laboratorial em que se processa a

obtengdo de dados. Os métodos experimentais sdo quase sempre determinados pela
natureza do experimento e o objetivo da pesquisa.
2) Abstracdo: ¢ o procedimento que deve levar a formulacdo de Modelos Matematicos.

Nesta fase, busca-se estabelecer: a) selecao de varidveis; b) formulacao de problemas



3)

4)
5)
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tedricos em uma linguagem propria da area estudada; c¢) formulacdo de hipoteses; e
d) simplificagdo.

Resoluciio: 0 Modelo Matematico ¢ obtido com a substitui¢do da linguagem natural,
presente nas hipodteses, por uma linguagem matematica consistente.

Validacio: ¢ o processo de aceitagdo ou ndo do modelo proposto neste processo.
Modificacio: ¢ a etapa de ajuste de certos fatores do problema original, os quais podem
impactar na rejeicdo ou na aceitacao dos modelos.

Os argumentos utilizados por Bassanezi (2002) para a implantagdo da Modelagem

Matematica em sala de aula sdo:

a)

b)

2)

Focaliza a preparacdo dos estudantes para a vida real como cidaddos atuantes na
sociedade.

Indica que o conhecimento matematico pode tornar o estudante apto a utilizar a
matematica como ferramental para a resolu¢do de problemas em diferentes situagdes e
areas do conhecimento.

Proporciona ao aluno uma melhor compreensao sobre os argumentos matematicos e
ainda busca tornar mais eficiente a retencao dos conceitos envolvidos.

Tem potencial de gerar, nos alunos, a valorizag¢ao e o gosto pela Matematica.

Permite a aproximacao da Matematica com a realidade do aluno (o aluno traz consigo
o seu conhecimento de vida e que pode ser aplicado livremente nas aulas).

O entendimento, com a pratica, de que a atividade de aplicagdo do conhecimento
matematico € intrinseca a8 Matematica como se observa na Historia da MatematicaZ.
Desconstrugao de certas ideias difundidas sobre a Matematica de que a sua importancia
se estabelece, simplesmente, através de conceitos e defini¢des arbitrarios e formais, que,

no futuro, terdo a sua explicagdo e/ou aplicagao.

Contudo, destaca algumas questdes que, potencialmente, podem gerar um certo nivel de

obstaculizacao da Modelagem Matematica em sala de aula:

a)

O curriculo deve ser integralizado e a aplicacdo de um conjunto razoavel de atividades
de Modelagem pode, eventualmente, prejudicar esta integralizagdo, pois as aulas com

modelagem tém um processo que demanda mais tempo que as aulas tradicionais. Assim,

2 Na Histéria da Matematica, muitas teorias matematicas foram motivadas e originaram-se de problemas praticos,
contribuindo para o desenvolvimento cientifico de diversas civilizagdes, tais como: a egipcia, a babilonica e a
grega, entre outras.



b)

d)
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deve-se priorizar a Modelagem para assuntos focais, conforme a estratégia de atuagdo
docente.

Muitos professores desconhecem e/ou tem pouca habilidade com esta pratica de ensino.
O treinamento realizado com cursos de Modelagem Matematica e de Resolucao de
Problemas pode reduzir este obstaculo.

Os conhecimentos teodricos construidos com as situagdes praticas podem ndo ser os
esperados, dada a formagao heterogénea das turmas e o nivel diferenciado de interesse
dos alunos sobre alguns temas classificados como de interesse geral.

A atuacao multidisciplinar do professor de Matematica ser alvo de questionamentos de
muitos docentes da area, que entendem nao ter o papel de atuarem, em sala de aula, na
resolucao de problemas com aspectos extramatematicos. Ressalta-se que as atividades

de Modelagem sao fortemente relacionadas ao seu carater multidisciplinar.

Conforme o entendimento de Biembengut e Hein (2005, p.12-13), “Modelagem

Matematica ¢ um processo que envolve a obtengcdo de um modelo por meio da interligacao da
Matematica com a realidade”. Segundo os autores, os modeladores precisam boa dose de

intui¢do e criatividade para adaptag@o aos contextos e as realidades apresentados.

Estes teoricos defendem que a Modelagem pode representar um caminho de

despertamento intelectual nos alunos por topicos matematicos ainda desconhecidos e, além
disso, tem potencial de desenvolver importantes competéncias e habilidades aplicaveis a “tarefa

de modelar”.

Afirmam ainda que esta metodologia requer uma mudanga em relacdo ao ensino

tradicional, no qual o professor € o centro do processo e o aluno € apenas passivo ou reativo.
Na Modelagem, a situacdo-problema deve ser resolvida e entendida e, se necessario,

modificada. A correta interpretacdo da solugdo possibilita a validagao dos modelos construidos.

Conforme Biembengut e Hein (2005):
Um modelo pode ser originado através de aproximacgdes desenhadas para o
entendimento e sintese de determinados fenomenos, sendo também
representativo da realidade e expresso por variados tipos de formulacdes,
como, por exemplo: expressdes numéricas ou algébricas, diagramas, graficos,

equacdes, figuras geométricas, aplicativos, etc.
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Estes autores dividem a atividade de Modelagem nas seguintes etapas bésicas:
1) Interacfio — reconhecimento da situagdo-problema e familiarizagdo com o assunto a ser
modelado (realizacdo de pesquisa).

2) Matematizacio — formulacdo (construg¢ao da hipdtese) e entendimento e resolucao dos

aspectos matematicos do problema objeto da modelagem.

3) Modelo Matematico — discussdo e interpretagdo da solugdo apresentada para a
modelagem e validacao em relagao a utilizacado do modelo, ou seja, observagao do seu
uso na pratica.

Ainda segundo Biembengut e Hein (2005):

Ressaltam que a promocdo do conhecimento matematico, em diversas
situacdes, ndo considera a apreensdo dos significados para os alunos, a partir
dos conhecimentos introduzidos, tanto do ponto de vista da teoria matematica
como da natureza dos problemas. A Modelagem Matematica tem buscado

solugdes para mitigar este problema de natureza pedagogica.

Barbosa (2001, p.6) introduz o entendimento da “Modelagem como um ambiente de
aprendizagem no qual os alunos sdo convidados a indagar e/ou investigar, por meio da
matematica, situacdes oriundas de outras areas da realidade.”

Assim, ele concebe a Modelagem Matematica como uma oportunidade para os alunos
indagarem e explorarem diferentes situacdes reais por meio da Matematica, sem que, para isso,
sejam fixados certos procedimentos e/ou conteudos prévios.

Com isso, as ideias e os conceitos matematicos tendem a fluir mais naturalmente por
intermédio do desenvolvimento de atividades estrategicamente planejadas e selecionadas.

Essa concepcdo de Modelagem, no ambito da educagdo matematica, tem importante
contribuicdo, pois ndo se focaliza e nem se restringe aos conteudos programaticos € nem a
habilidade de constru¢do de modelos e, desta forma, introduz a Modelagem como uma pratica
mediadora de ensino.

Destaca a importancia de que o professor, os alunos e o ambiente de modelagem se
integrem com o objetivo de tornar possivel uma constru¢do conjunta de conhecimentos
mediante um processo de constante didlogo.

Os processos de busca, selecdo, organizacdo e manipulacdo de informagdes na
Modelagem sao obtidos através da “atitude de indaga¢do”, requerida dos alunos para o
desenvolvimento das atividades de Modelagem, conforme a abordagem defendida por Barbosa

(2001).
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Conforme apresentado por Barbosa (2001), as tarefas no processo de Modelagem

podem ser divididas nas seguintes etapas e casos como detalhado na Figura 1:

Figura 1 — O aluno e o professor - Modelagem

Caso | Caso 2 Caso 3
»
»
Elaboracdo da situagdo- professor professor professor/aluno
problema
Simplificagdo professor professor/aluno professor/aluno
Dados  qualitatives € professor professor/aluno professor/aluno
quantitativos
Resolugdo professor/aluno | professor/aluno professor/aluno

FONTE: BARBOSA (2001).

No CASO 1, o professor apresenta a descricdo de uma situagdo-problema com as
informacdes necessarias a resolucdo do problema proposto para os alunos se envolverem no
processo de resolugao.

Ja no CASO 2, o professor introduz, em sala de aula, um problema de outra 4rea da
realidade, a fim de que os alunos coletem as informagdes para sua resolugdo e se envolvam
neste processo.

E, por fim, no CASO 3, considerando também temas ndo matematicos, os alunos
formulam e resolvem os problemas por eles propostos, sendo responsaveis pela coleta de
informagdes e ainda pela simplificacdo das situagdes-problema.

Burak, em sua tese, introduz a seguinte definicdo: “Modelagem Matematica ¢ um
conjunto de procedimentos cujo objetivo ¢ construir um paralelo para tentar explicar,
matematicamente, os fendmenos presentes no cotidiano do ser humano, ajudando-o a fazer
predigdes e a tomar decisdes.” (KLUBER; BURAK, 2008)

Esta defini¢ao trouxe uma “espécie de transposicao” da modelagem tradicional,
geralmente associada as ciéncias naturais, a fim de instrumentalizé-la para a aplicagdao aos
ambientes escolares.

Assim, a Modelagem Matematica para a Escola Bésica pode ser entendida como uma
metodologia de ensino mais aberta e contextualizada e com potencial de proporcionar aos
alunos significados mais amplos e em outras perspectivas sobre os assuntos estudados.

Segundo Kliiber e Burak (2008), as aulas mediadas pela Modelagem Matematica, em
geral, ndo obedecem a uma sequéncia rigida de conteudos, ja que estes devem se desenvolver
com base nos interesses dos grupos formados e/ou na necessidade de utilizacdo de novos

ferramentais matematicos para a resolugao de problemas.
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Os autores, conforme a sua perspectiva teodrica, definem as seguintes 5 etapas para a
Modelagem Matematica: 1) Escolha do tema; 2) Pesquisa exploratoria; 3) Levantamento dos
problemas; 4) Resolugdo dos problemas e desenvolvimento do conteido matemdatico no
contexto do tema; e 5) Analise critica das solugdes.

Ja Almeida et al. (2012) caracterizam e conceitualizam as atividades de Modelagem por

meio de um fluxo em que se descreve uma problematica (situagdo inicial) até a sua resolugdo,

ou seja, até uma situacdo final desejada (solucao da problematica), devendo ser detalhados o

conjunto de procedimentos e de conceitos para se passar da situagdo inicial para a final.

Através deste fluxo, tanto a realidade (origem da situagdo inicial) como a Matematica
(conjunto de conceitos e técnicas) subsidiam a producdo e a integracdo dos conhecimentos
matematicos e ndo matematicos utilizados.

Denomina-se situagdo-problema a essa situagao inicial: a problematica; a situagao final,
associa-se uma representacdo matematica: um modelo matematico. O termo “problema”
representa uma situagdo que, a priori, ndo possui esquemas prévios para a sua solucdo. Deste
modo, para a resolucdo de situacdes-problema nao existem solug¢des e/ou procedimentos
conhecidos.

Segundo esta perspectiva, os procedimentos na modelagem envolvem o levantamento
de informacdes e o uso de conceitos matematicos e extramatematicos para obtencdo de um
Modelo Matematico. Os modelos podem ser de diferentes naturezas: demonstrativos (como
uma maquete), descritivos (para descricao de certos fendmenos) e pedagogicos (para auxiliar
na ilustracdo de um conceito).

3

Neste sentido, entende-se “um modelo como um sistema conceitual, descritivo ou
explicativo, expresso por meio de uma linguagem ou uma estrutura matematica e que tem por
finalidade descrever ou explicar o comportamento de outro sistema.” (ALMEIDA et al., 2012)
Assim, pode-se dizer que um Modelo Matematico ¢ uma representagao simplificada da
realidade sob a otica daqueles que a investigam. Em linhas gerais, Modelo Matematico ¢ o
objetivo e d4 “forma” a solu¢do do problema e a Modelagem ¢ o caminho a ser percorrido.
Segundo Almeida et al. (2012), as atividades de modelagem envolvem as seguintes
fases estruturantes (ndo necessariamente apresentadas linearmente):
1) Inteiracdo — trata-se do primeiro contato com uma situagdo-problema para
conhecimento de suas caracteristicas e especificidades através da coleta de dados
quantitativos e qualitativos. Nesta etapa, escolhe-se um tema, buscam-se informagdes

sobre este tema e, assim, formula-se um problema e se estabelecem metas para a sua

resolugao.
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2) Matematizacio — ap0s a estruturacgdo e a identificacdo da situacdo-problema na fase de

inteiracdo (apresentada em linguagem natural), hd a necessidade de transformacgao de
uma representacdo para outra (linguagem natural — linguagem matematica). A
linguagem matematica torna evidente o problema matematico a ser resolvido, sendo
formuladas hipodteses, selecionadas variaveis e realizadas simplificacdes de informacdes
obtidas na fase de inteiracao.

3) Resolucio — ¢ a constru¢ao de um modelo matematico com a finalidade de descrever
uma situagao-problema para a analise dos seus aspectos mais relevantes, bem como para
a obtencdo de respostas as perguntas iniciais.

4) Interpretacio de resultados e validacdo — a interpretacao das respostas para os

problemas proporciona meios para a validagdo das representacdes matematicas. Com a
construcdo e a aplicagao dos modelos, focaliza-se agora na avaliacdo dos processos de

construgdo dos modelos e suas aplicagoes.

Almeida et al. (2012) destacam a importancia da pesquisa em Educacdo Matematica
para o desenvolvimento de atividades de Modelagem Matematica em ambientes escolares da
Educagdao Bésica. Argumentam, favoravelmente a Modelagem Matematica por meio dos
seguintes pontos:

a) Envolve um conjunto de agdes cognitivas do individuo.
b) Inclui representa¢do e manipulagdo de objetos matematicos.

¢) Possui direcionamento a objetivos e metas estabelecidas pelos alunos.

Estes autores destacam que a compreensdo de uma situacdo-problema através da
Matematica depende de interpretacdes matematicas estruturadas por meio de conhecimentos e
habilidades dos alunos, que podem servir, por exemplo, para identificagdo de relagdes e de
regularidades e ainda de comparagdes e de generalizagdes, etc.

Almeida et al. (2012) sustentam que, em uma atividade de modelagem, desenvolvem-
se as capacidades comunicativa e argumentativa dos alunos, pois, geralmente, realizam
exposi¢des fundamentando as solugdes no contexto da modelagem.

Defendem ainda a utilizacdo de recursos computacionais ¢ de calculadoras para que
estas tecnologias fomentem o desenvolvimento de um aluno com pensamento critico e
autonomo a partir da utilizag@o destes recursos no ambiente escolar.

Destaca-se que Almeida et al. (2012) apontam as seguintes conexoes entre a Modelagem

Matematica e a teoria sobre o conhecimento critico e reflexivo do autor Ole Skovsmose:



a)

b)
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A dimensao reflexiva do conhecimento relaciona-se com a capacidade de interpretagdo
e acdo direcionada a uma situagdo social e politica com o respaldo no conhecimento
matematico.

Na abordagem critica e reflexiva da Modelagem Matematica, discute-se: a natureza do
modelo; as suas implicagdes sociais; e o desenvolvimento de habilidades avaliativas
para o modelo.

Apresentam também algumas conexdes entre a Modelagem Matematica e a teoria sobre

aprendizagem significativa do autor David Ausubel:

a)

b)

Por esta teoria, deve-se partir dos “conhecimentos prévios” (o que o aluno ja sabe ou
deveria saber) para as novas situagdes de aprendizagem que surgem nas aulas.

Uma atividade de Modelagem Matematica pode reforcar os seguintes aspectos da
aprendizagem significativa: 1) desenvolvimento de tarefas que apresentem novas
informagdes ou com as quais os alunos ndo estejam familiarizados; e i1) os alunos devem

estar motivados para a aprendizagem ser significativa.

O teorico Ademir Caldeira enfatiza o seguinte ponto:
A Modelagem tem sempre, como objeto de trabalho, problemas da realidade,
ndo admitindo, assim, “problemas inventados”. Ele compreende a modelagem,
pensando-a como advinda de projetos, sem a preocupagdo de reproduzir os

contetidos colocados no curriculo, mas observando os conceitos universais da

mateméatica. (KLUBER; BURAK, 2008)

No ambito educacional, Kliiber e Burak (2008, p.26) afirmam que o autor Ademir

Caldeira possui a visao de que a “Modelagem Matematica se constitui como um poderoso

instrumento de critica em funcdo das diversas aplicacdes matematicas na vida das pessoas”. Os

assuntos tratados na Matemadtica Financeira ilustram, adequadamente, esta perspectiva da

modelagem.

“Conforme Caldeira, a atividade de modelagem, concebida como um sistema de

aprendizagem, possibilita que professores e alunos questionem o formato atual da educagao,

reconhecendo a realidade como um processo dindmico e oportunizando discussdes sobre a

forma estatica de concepgio dos curriculos escolares.” (KLUBER; BURAK, 2008, p.26)

D’Ambrosio (2012) defende que a utilizacdo de Modelos Matematicos aplicados a

educacdo, geralmente, depende do desenvolvimento de uma matemdtica experimental

intermediada por projetos modelados em grupos de alunos e organizados como na Figura 2:
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Figura 2 — Modelos segundo D’Ambrosio (2012)
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FONTE: D’AMBROSIO (2012).

Considerando as varias defini¢cdes apresentadas, podemos dizer que a Modelagem
Matematica, no contexto da Educacdo Matematica, ¢ uma “estratégia pedagogica” para a
tradugdo das situagdes cotidianas para a linguagem matematica. Além disso, a BNCC destaca
a importancia da Modelagem e da Resolug¢ao de Problemas cotidianos e sociais como uma das

competéncias especificas para o Ensino Basico.

1.2 Matematica Financeira e Educaciao Financeira
Como mencionado no Capitulo 1, utilizaremos a definicdo do Livro Aberto do IMPA
para Educacdo Financeira em Contextos Escolares (EFCE):

Abrange um processo educativo complexo, desenvolvido a partir de um
conjunto de estratégias direcionadas ao ambiente escolar, considerando
diversos aspectos: matematicos, ndo matematicos, didaticos e

multidisciplinares” (IMPA, 2020).

Segundo a OCDE (2009, p.20-21, traducdo nossa), deve-se “facilitar o acesso a
informacdes Uteis para o gerenciamento de recursos financeiros pessoais dos cidadaos, bem
como aprimorar agdes de educagdo financeira em escolas de ensino fundamental e médio e em

programas de formagao de adultos.”
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O Brasil, atualmente, possui um Programa de Educagdo Financeira nas Escolas no
ambito da Estratégia Nacional de Educacdo Financeira e, recentemente, incluiu a Educagao
Financeira como tema transversal na BNCC.

Conforme o Banco Mundial:

A Educacdo Financeira pode abranger conceitos que vdo desde a
conscientizacdo e os conhecimentos financeiros, inclusive sobre produtos
financeiros, instituicdes e conceitos; Habilidades financeiras, como a
capacidade de calcular pagamentos com juros compostos; e capacidade
financeira em termos mais gerais, como na gestdo de dinheiro e planejamento

financeiro.” (XU; ZIA, 2012, p.2, tradu¢ao nossa)

Assim, a Educagdo Financeira deve abranger temas (antes ndo ensinados ou pouco
enfocados) como: taxas de juros, inflagdo, aplicagdes financeiras (rentabilidade e liquidez de
um investimento) € impostos.

O Banco Central do Brasil (BCB) elaborou um aplicativo denominado Calculadora do
Cidaddo® (detalhada no APENDICE A) para simulagio de situagdes sobre o cotidiano
financeiro dos brasileiros, a fim de instrumentaliza-los sobre questdes financeiras.

Realizando um exame mais detalhado da BNCC, ressaltam-se algumas, dentre as
habilidades previstas para o Letramento Matematico do Ensino Fundamental:

a) (EFO7MAO02) Resolver e elaborar problemas que envolvam porcentagens, como os que
lidam com acréscimos e decréscimos simples, utilizando estratégias pessoais, calculo
mental e calculadora, no contexto de educacgao financeira, entre outros; ¢

b) (EFO9MAOS) Resolver e elaborar problemas que envolvam porcentagens, com a ideia
de aplicagdo de percentuais sucessivos e a determinacdo das taxas percentuais,
preferencialmente com o uso de tecnologias digitais, no contexto da educacdo

financeira.

O professor de Matematica deve buscar nas suas aulas, na medida do possivel, o
desenvolvimento de competéncias e de habilidades nos alunos para poderem exercer
plenamente a sua Cidadania. E, conforme esta perspectiva, deve fomentar o desenvolvimento
de habilidades financeiras nos seus alunos para a aplicagcdo da Matematica Financeira em

diferentes contextos.

3 Disponivel em: <https://www.bcb.gov.br/acessoinformacao/calculadoradocidadao>. H4 também uma versdo
para aplicativos (disponibilizada gratuitamente) para utilizagdo em smartphones e em tablets, podendo ser obtida
em: <https://www3.bcb.gov.br/CALCIDADAO>.
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A Matematica Financeira tem o seu papel académico no que se refere ao correto
entendimento do valor do dinheiro no tempo e da aplicagdo de equivaléncias financeiras. Mas
tem ainda o seu papel social na medida em que contribui para o exercicio da cidadania dos
individuos.

Assim, a introdu¢do de conceitos de Matemadtica Financeira deve conter aspectos
matematicos e ndo matematicos da Educacdo Financeira mediados pela Modelagem
Matematica no contexto da Educacdo Matematica.

Sabe-se que a modelagem busca também despertar o interesse os alunos, pois as
atividades escolares desenvolvidas na perspectiva da Modelagem Matematica tém uma
abordagem mais contextual e significativa e desenvolvem habilidades investigativas nos alunos.

Os professores devem buscar a internalizagao de uma “Matematica Financeira Critica”
em suas aulas por meio da criagdo de significados para os contetudos escolares e focalizagao nas
competéncias para o exercicio da cidadania e também no cotidiano dos alunos através de
atividades de modelagem construidas, convenientemente, para a exploragdo de certos porqués
da Matematica Financeira e de reflexdes pessoais sobre eventuais escolhas financeiras.

Conforme a tese desenvolvida pelo professor Ilydio:

Existem, basicamente, duas grandes vertentes de ensino da Matematica. Para
alguns, ensinar Matematica ¢ a busca do rigor, ¢ o uso ¢ a descricdo de
algoritmos e formulas e problemas de aplicagdo. De acordo com essa
concepgao, normalmente, ndo ha qualquer tipo de discussdo sobre por que e
para que se aprende Matematica. Para outros, o ensino da Matematica esta
preocupado com o desenvolvimento de conteudos matematicos
contextualizados, respeitando diversidades, estimulando a investigacdo e o
espirito critico do aluno/cidadio. E nessa perspectiva que se justifica a ligacio
entre a Matematica Financeira e a Educagdo Matematica Critica (SA, 2012, p.

31).

Neste sentido, em uma atividade de Modelagem, espera-se mais do que o aprendizado
de formulas e sim a sua correta compreensdo e interpretacdo. No caso da Matematica
Financeira, os processos pedagogicos podem ser desenvolvidos com férmulas, planilhas e
simuladores financeiros para realizagdo de aproximagdes e validagdes dos modelos
coletivamente construidos.

Na Modelagem Matematica para a Matematica Financeira, deve-se realizar a correta
interpretacdo dos fluxos de valor ao longo do tempo, associando-os ao conceito de Valor

Presente (VP) e de Valor Futuro (VF).
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A Matematica Financeira, basicamente, depende do correto entendimento dos seguintes
conceitos-chave:

I) Utilizagdo de Fatores de Corregdo: para Valor Futuro (1 + i)™ e para Valor Presente
(1 + i)™ nos sistemas de capitalizagdo composta (regra geral).

II) Entendimento do valor do dinheiro no tempo e dos deslocamentos dos fluxos
financeiros.

IIT) Aplicacdo das equivaléncias de capitais com manipulagdo de expoentes fracionarios
e/ou negativos.

IV)Reconhecimento de situagdes financeiras que abrangem séries de Capitais, bem como
interpretagdo e aplicacao correta das formulas delas decorrentes.

V) Reconhecimento dos casos especificos em que se deve realizar a capitalizacao a juros

simples.

Deve-se observar sobre os investimentos e os financiamentos, as suas caracterizacoes e
as suas diferengas em termos de fluxos financeiros, considerando ainda questdes
comportamentais relacionadas aos atos “investir e/ou contrair dividas”.

Na Escola Basica, normalmente, ensina-se Juros Simples no Ensino Fundamental e
Compostos no Ensino Médio. Como a passagem de um contetido para o outro pode ser superior
a trés anos, a ideia de Juros Simples associada ao conceito de Juros pode gerar um problema
conceitual aos alunos, ja que a grande maioria das situagdes do cotidiano relaciona-se a modelos
de capitalizacdo composta.

Assim, no ambito de uma investigacao financeira, deve-se, na medida do possivel,
priorizar a intuicdo dos “Juros sobre Juros” (Juros Compostos) em contraposi¢do aos Juros
sobre um valor fixo (Juros Simples).

Na tese do Professor Ilydio (SA, 2012) desenvolveu-se uma pesquisa sobre a
Matematica Financeira no contexto dos cursos de Licenciatura em Matematica no Brasil.
Assim, realizou-se uma analise sobre o curriculo formal dos licenciandos em relagdo a
disciplina de Matematica Financeira, segundo uma perspectiva de analise critica e reflexiva,
procurando verificar ainda a contextualizacdo e a conexao das atividades propostas na disciplina
com o cotidiano dos alunos.

A referida tese apresentou a seguinte hipdtese norteadora, confirmada pelas conclusdes
da pesquisa:

A disciplina de Matemadtica Financeira ndo consta em grande parte das

matrizes curriculares das Licenciaturas em Matematica e, quando consta,
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possui um enfoque muito técnico, com priorizagao de férmulas e pouca énfase

na contextualizagdo e no cotidiano dos alunos. (SA, 2012, p.28)

O autor justificou a escolha do tema pelo fato da Matemadtica Financeira ter presenga
diaria na vida das pessoas e por ter grande potencial de realizagdo de conexdes com outros
temas da Matematica, tais como: progressoes, funcgdes e logaritmos.

Ilydio defende que a Matematica Financeira possui um papel significativo no
desenvolvimento da capacidade de interpretacdo e de percep¢ao da Matematica no cotidiano
das pessoas. (SA, 2012)

Ressalta ainda que a formacao dos professores ¢ um dos problemas da Matematica
Financeira e afirma que uma formacgao adequada de professores de Matematica na disciplina de
Matematica Financeira tem grande potencial de leva-los a conduzir aulas contextualizadas e
com impactos positivos na formagao de alunos criticos e autdnomos, de modo que os estudantes
deixem de ser simples reprodutores de informagdes (formulas e algoritmos).

Para Ilydio (SA, 2012), a ligacdo entre a Matematica Financeira ¢ a Educagdo
Matematica Critica (entendida como Matemadtica Financeira Critica) ocorre quando os
seguintes eixos fundamentais sdo, nitidamente, percebidos durante as atividades propostas:

I) Construgao de conhecimentos.

IT) Estimulo a capacidade investigativa.
IIT) Contextualizacao dos conteudos.
IV)Estimulo as intera¢des sociais.

V) Respeito a diversidade.

Em relagdo aos livros didaticos da Escola Basica, a sua pesquisa aponta para o seguinte
diagnostico:

Apresentam, de forma geral, uma abordagem superficial para a Matematica

Financeira e, geralmente, nao a trabalham de forma contextualizada e nao

exploram importantes conceitos da Matematica Financeira como:

capitalizacdo, ganho real, inflacdo, taxa nominal, taxa efetiva e perda salarial.

(SA, 2012, p.81)

Segundo Ilydio, a Matematica Financeira possui dois pilares: fatores de corregdo e
valor do dinheiro no tempo (SA, 2012, p.88). Assim, sem o uso de formulas e com esses dois
conceitos, pode-se, segundo o autor, resolver, praticamente, todas as questoes que envolvem a

tematica.
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Em uma aula sobre Juros, os seguintes aspectos s3o fundamentais para o

desenvolvimento de uma atividade de Modelagem Matematica:

a)

b)

d)

Qualquer deslocamento do dinheiro no tempo pressupde uma taxa de juros associada.
Assim, para movermos o dinheiro no tempo de um periodo 1 para um periodo 2, temos
que, necessariamente, explicitar a taxa de juros envolvida.

E importante fixar o conceito de que, quando um individuo cede dinheiro no tempo para
outro individuo, ele o faz por meio de uma expectativa de recebimento de aluguel do
dinheiro, denominado juros. O dinheiro devera ser devolvido e os juros (o aluguel)
deverao ser pagos, mas ¢ importante perceber que esta operagcdo sempre envolve algum
risco de ndo pagamento. Conforme se eleve a probabilidade desse risco, as taxas de
juros se elevarao também.

Os juros sao calculados, genericamente falando, considerando um valor para o qual o
dono do dinheiro estaria disposto a empresta-lo, considerando que ele poderia investir
o seu dinheiro de outra forma e que conhece os riscos de ndo pagamento associados.
Um fato importante € que quem recebe o dinheiro emprestado antecipa a realizacao de

necessidades que soO seriam realizadas no futuro (¢rocas intertemporais).

1.2.1 Caracterizac¢io e reconhecimento dos regimes de capitalizacio

No regime de Juros Simples, um Capital Inicial Cy, a uma taxa de juros i*, ¢ aplicado

em n periodos com o seguinte acréscimo a Cy:

nunidades de tempo

O Montante (ou total) ¢ dado por: M = Cy + Cy.i.n = Cy. (1 + i.n)

No regime de Juros Compostos®, um Capital Inicial Cy, a uma taxa de juros i, ¢ aplicado

em n periodos, gerando, conforme um processo iterativo, o Montante a seguir:

t=0—>M=C,
t=1—M=Co.(1+1)
t=2—>M=[Co.(L+0D].(1+10)

4 Uma taxa de juros i deve ser sempre expressa através de um percentual por unidade de tempo (

% ) e
unidade de tempo

o prazo deve ser fornecido nesta unidade de tempo para o calculo dos juros, sejam eles simples ou compostos.

5> Os juros compostos sdo os mais utilizados no dia a dia e quando falamos, genericamente, sobre juros, estamos
nos referindo aos compostos. Os juros simples sdo aplicados em situagdes mais restritas ou especificas, como as
dos juros de mora e as dos descontos bancarios.
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t=n—M=[Co.(1+10)..(1+D].(1+10) =Co. (14"

n—1vezes

M=Co(1+0D" e J=Co.[(1+ D" —1]

Conforme Morgado et al (2015, p. 67):

Na vida real os juros simples sdo raramente usados, haja vista que ¢ de interesse
dos detentores do capital que os juros sejam compostos, pois, em geral,
montantes a juros compostos sdo maiores que os montantes a juros simples. A
excecao a isso ocorre apenas no caso em que o prazo ¢ menor que a unidade
de tempo e, nesta situacdo, os juros simples gerariam montantes superiores aos
juros compostos.

A Figura 3 ilustra esta exce¢do mencionada:

Figura 3 — Graficos de juros no GeoGebra

N B AN Al S TS w9 ANl a=2 ]l 4

Ll 4} ¢ro=rrmmmrmoncrsmnanen Co(1 + ti)

Juros Simples

Cy

FONTE: Acervo do autor (elaboragdo propria).

Esta situacao, dos juros simples resultarem montantes maiores na vida real, pode ser
exemplificada com o caso dos juros de mora (juros simples cobrados dos devedores por
pequenos atrasos de pagamento. Situagdo real — uma conta de luz no valor de R$ 120,00 foi

paga com atraso de 10 dias. Sendo a taxa de juros de 1% ao més, o montante M pago por conta

0,01

desse atraso serade M = 120 + 120. (?

).10 = 120,40.

Em relagdo aos juros compostos, Morgado et al (2015, p.67-68) apresentam o seguinte
exemplo, comentando sobre os 3 diferentes modos de resolvé-lo: “Qual ¢ o montante de um

principal de R$ 520,00, a 6% ao més, em 3 meses ¢ 10 dias?”

Quando os detentores do capital nos pagam juros, como no exemplo da Caderneta de
Poupanga, eles levam em conta apenas 3 meses, pois somos remunerados com 0s juros s6 nas
datas de aniversario da Poupanca, que ocorrem a cada 30 dias. Assim, se decidirmos regastar o
valor em 3 meses e 10 dias, recebemos nesta data o montante M = 520. (1 + 0,06)3 = 619,33.

Logo, o resgate no 4° més seria mais oportuno. (MORGADO et al, 2015 com adaptagdes)
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Todavia, quando n6s pagamos juros aos detentores do capital, somos cobrados também
em relagdo ao periodo referente aos dias do exemplo apresentado. Neste caso, o calculo do
montante pode feito por meio de duas convengdes: a) convengdo exponencial; e b) convengao

linear.
No exemplo, utilizando a convengdo exponencial, realiza-se a seguinte conta para o

10
calculo do montante M = 520. (1 + 0,06)%*30 = 631,48.

J& considerando a convencao linear para o mesmo exemplo, temos o seguinte célculo

do montante M = 520. (1 + 0,06)3. [1 +0,06. (%)] = 631,72.

=619,33

=1,02

Convém ressaltar que, normalmente, quando os detentores do capital nos cobram juros,
utilizam a convencgao linear porque gera montantes maiores do que a exponencial. Na vida real,
por exemplo, os bancos realizam este calculo pela convengdo linear quando pagamos contas

em atraso como o caso apresentado dos juros de mora.

Observe que os montantes calculados no exemplo para as duas convengdes t€m o prazo
com uma parte inteira e outra fracionaria. Desta forma, pode-se apresentar o seguinte

detalhamento, considerando as propriedades da potenciagao:

a) Convengdo exponencial

10 10
M = 520. (1 + 0,06)**30 = 520(1 + 0,06)3. (1 + 0,06)3 = 631,48
=619,33 =1,019613

b) Convengao linear

10
M = 520.(1+ 0,06)3. [1 + 0,06. <%>] = 631,72

=619,33

=1,02

Logo, o célculo pela convengao linear com prazos fracionarios gera sempre os maiores

montantes.

A explicagdo ¢ a seguinte: para efeito de calculo, esses prazos fracionarios podem ser
subdivididos em duas partes: a primeira em que o prazo ¢ maior ou igual a uma unidade de
tempo e ¢ representado por valores inteiros; e a segunda em que ¢ inferior a uma unidade de

tempo, sendo representado por uma fracao entre 0 e 1.
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Na primeira, o calculo ¢ igual. Na segunda, o célculo ¢ diferente: na conveng¢ao linear
utilizam-se os juros simples e na conven¢do exponencial os juros compostos. Como,
exatamente, na situagdo em que o prazo ¢ inferior a uma unidade de tempo que os juros simples
tém os maiores montantes, pode-se verificar com o exemplo dado® que, na convencao linear, a
parte fraciondria dos prazos aumenta os valores dos montantes em relagdo a convencao

exponencial.

Em relagdo ao assunto dos descontos bancarios, Morgado et al (2015) apresentam a

seguinte formula:

F — valor de face ou valor nominal de um titulo
A — valor descontado

d — taxa de desconto bancario

t — prazo da operacgao

A=F.(1-d.t),sendo:

A taxa d de desconto bancario também pode ser designada de taxa de desconto simples
bancario ou ainda de taxa de desconto simples “por fora” e o prazo da operacdo t ¢ medido na

unidade de tempo a que se refere a taxa.

O valor do desconto bancario é dado pela diferenga: (F — A). Geralmente, os descontos

bancarios simples sdo maiores que 0os compostos.

Morgado et al. (2015) fazem uma critica sobre o numero exagerado de paginas nos
livros de Matematica Financeira sobre o assunto de descontos, ressaltando que os descontos

racionais ou descontos “por dentro” sao apenas teoricos € ndo existem na vida real.

Apresenta-se o seguinte exemplo de exercicio com calculo de desconto bancario em
Morgado et al. (2015): Rafael desconta uma nota promissoria de R$ 1.000,00, com vencimento
de 60 dias, em um banco cuja taxa de desconto ¢ 4% ao més. Pergunta-se: a) Quanto Rafael

recebera? b) Qual a taxa mensal de juros que Rafael estd pagando?

a) Quanto Rafael recebera? A = F.(1 —d.t) = 1.000.(1 — 0,04.2) = 920
b) Qual a taxa mensal de juros que Rafael esta pagando? Deve-se determinar a taxa mensal
de juros i referente ao recebimento hoje do valor de R$ 920,00 para pagamento, em dois

meses, de R$ 1.000,00, o é equivalente a seguinte equagao:

6 [1 + 0,06. (g)] > (1 + 0,06)30

—1,02 =1,019613
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1000
920.(1 4 i)% = 1.000 = i = <50~ 1 =426% am.

No estudo das Taxas Equivalentes, as seguintes consideracdes sdo importantes para a

construgdo e a interpretacdo das formulas que as envolvem:

1) O que significa determinar uma taxa por unidade de tempo equivalente a outra
estabelecida por outra unidade de tempo (taxas equivalentes)? Significa ter duas taxas
por unidades de tempo diferentes que geram o mesmo Montante, considerando um
mesmo periodo de tempo.

2) Esse conceito € o de equivaléncia de taxas, que difere do de proporcionalidade de taxas
(grandezas diretamente proporcionais).

3) Matematizando o significado de 1) sobre equivaléncia de taxas, em que i; ¢ i, denotam

taxas e ny e n, os periodos de tempo, temos:
Co. (1 + il)nl == Co. (1 + iz)nz - (1 + il)nl == (1 + iz)nz

4) Considere quen; = 1 e n, = n sejam periodos de tempos equivalentes expressos com
unidades diferentes. Assim:
1+ =0A+))"=i1=1A+i)"—-1
Uma estratégia para a introdu¢do aos conceitos de capitalizagdo composta e de
equivaléncia de capitais, sem a utilizagdo de formulas, €, por exemplo, com a aplicagdo, em
sala de aula, de exercicios para manipulagdes com Fatores de Corre¢ao e Taxas Equivalentes
como as seguintes, em que se pede para determinar um Unico valor equivalente as situagdes

apresentadas:
a) Trés aumentos sucessivos ¢ mensais de 10% , de 20% e de 30%:
1+x)=01+0,1).(14+0,2).(1+0,3) =(1,1).(1,2).(1,3) = 1,716

x=1716 —1=0,716 = 71,6% a.t. no trimestre.

1
ou x = (1,716)3 — 1 = 19,72% a.m. durante trés meses.

b) Dois descontos sucessivos e mensais de 10% e de 20% e no més seguinte

um aumento de 30%:
1+x)=01-0,1).(1-0,2).(1+0,3) =(0,9).(0,8).(1,3) = 0,936

x=0936 -1 =-0,064 = —6,4% a.t. no trimestre.
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1
ou x = (0,936)3 — 1 = —2,18% a.m. durante trés meses.

¢) Dois aumentos sucessivos e mensais de 10% e de 20% e no més seguinte um desconto

de 20%:
1+x)=01+0,1).(14+0,2).(1-0,3) =(1,1).(1,2).(0,8) = 1,056

x =1,056 —1 = 0,056 = 5,6% a.t. no trimestre.

1
ou x = (1,056)3 — 1 = 1,83% a.m. durante trés meses.

Nos exemplos, os Fatores de Corregado, aplicados més a més, sdo equivalentes, ao final
do periodo considerado, a um Fator Acumulado de Corre¢do. Depois, manipulam-se as taxas

acumuladas para a obtencao dos seus valores equivalentes mensais.

E importante observar que um Fator de Corre¢ao pode aumentar os valores iniciais ou
os reduzir: (1+i%)>1 e (1 —1i%) <1 como visto nos exemplos dados. Estas relagdes
introduzem, a primeira, um processo de “capitaliza¢do composta”; e a segunda, um processo de

“descapitalizagdo composta”.

Em um plano mais concreto, poderiam ainda ser propostas atividades, tais como:

a) Se os salarios sobem 26% e os pregos sobem 20%, qual ¢ o aumento do poder aquisitivo? O

aumento sera dado por x = % — 1 = 5%; b) Se um imposto tributa os salarios em 20%, que

]

aumento deve ser concedido para que os novos valores liquidos dos salarios sejam iguais aos

. ) 1
seus valores brutos iniciais? Este aumento devera ser de x = e 1 = 25%.

A importancia desta abordagem ¢ o detalhamento do raciocinio iterativo dos juros

compostos por meio da aplicagdo dos Fatores de Correcao.

Um exemplo adicional é: Antonio, vendendo dois carros pelo mesmo preco — um com
lucro de 20% e outro com prejuizo de 20%, tem que resultado final nesta operacao? O raciocinio
para resolver este problema ¢ o seguinte: compra-se um carro por um preco p, sendo vendido
por (1,2)p; e compra-se outro carro por um preco ¢, sendo vendido por (0,8)q. Sabe-se que
p= Z?q' Logo, manipulando os Fatores de Correcdo, tem-se: x = (% — 1) = —4%, o que

representa um prejuizo de 4% na operacao.

Uma possivel estratégia de aula mediada pela modelagem para a exploracdo de

conceitos financeiros pode ser exemplificada com o seguinte esbogo teorico na Tabela 2:



38

Tabela 2 — Taxas proporcionais e equivalentes
Duas taxas i; e i, as quais se referem, respectivamente, aos periodos n, e n, sao ditas:

. Lol n
a) Proporcionais: =+ = -
L

2 nz

b) Equivalentes: (1 + i)™ = (1 + i)™

FONTE: Acervo do autor (elaboracdo propria).
Assim, um professor de Matematica pode adotar uma aula focada no desenvolvimento
tedrico e nas diferengas conceituais de taxas proporcionais € equivalentes, a partir de um resumo

geral como na Tabela 2, para realizagao de diversas modelagens.

A seguir, apresenta-se um exercicio, dentre outros possiveis, para a caracterizacao desta

diferenca conceitual:
Converter uma taxa de juros compostos de 21% ao ano (capitalizada mensalmente) em uma taxa anual.

Esta conversao possui duas etapas:

an 21% 12 meses . 21%
===, =——=175%a.m.

im 1 més 12
21+ ) 2 =>0A+i)t=>i,=0+i,)?% -1
=i, = (1,0175)12 —1=0,231439 = 23,14% a. a.

Deve-se destacar que o célculo dos indices inflacionarios também requer o

entendimento conceitual sobre as taxas equivalentes.

A taxa de inflagdo (f) representa um indice de redugdo do poder aquisitivo das pessoas.
Assim, sabendo-se os juros aparentes (i) de um investimento e a taxa de inflagdo, pode-se

determinar os juros reais () por meio da seguinte relagdo matematica:

1+
1+f

Para o entendimento do conceito, utiliza-se o seguinte problema de aplicacdo: sendo

1+i=A+fH).A+r)=r=

uma inflagdo 5%, em quanto diminui o poder de compra? E sendo uma deflacdo 5%, em quanto

aumenta o poder de compra?

Para a resolugdo do problema, utilizam-se os Fatores de Corregdo e deve-se saber que a

inflacdo aumenta os precos e a deflacao os reduz:

X (Salario)
X = P.Q com { P (Preco médio dos bens)
Q (Total de bens)
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X=P.Q=(105P).Q =Q = (1—25).(1 = 95,24%.Q

=Q —1=-4,76%.Q

Isto ¢, hd uma reducdo de 4,76% do poder de compra com uma inflagdo de 5%.

X =P.Q = (0,95.P).Q' = Q' =< ! ).Qz 105,26%. Q

0,95
= Q' —1=526%.Q

Isto ¢, ha uma elevagdo de 5,26% do poder de compra com uma deflacdo de 5%.
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A seguinte questdo do ENEM de 2020 explica o conceito de inflagdo, apresenta a sua

formula e introduz, no seu enunciado, uma reflexdo de natureza social, conforme a Figura 4 a

seguir:

Figura 4 — Tema inflagdo abordado no ENEM

Cuestao 151 - Matematica & suas Teo

O ganho real de um salério, r, & a taxa de crescimento do poder de compra desse salaro.
Ele & calculado a partir do percentual de aumento dos salarios € da taxa de inflacdo, referidos
a um mesmo periodo. Algebricamente, pode-se calcular o ganho real pela formula

1+
T14+r=——
1+F

em que i & o percentual de aumento no valor dos saldrios e f é a taxa de inflagdo, ambos
referidos a um mesmo periodo.

Considere que uma categaoria de trabalhadores recebeu uma proposta de aumento salarial
de 10%, & que a taxa de inflagdo do periodo correspondente tenha sido 5%. Para avaliar a
proposta, os trabalhadores criaram uma classificagdo em fungdo dos ganhos reais conforme o
quadro.

Ganho real Classificagao

Igual ou superior a 5% Boa

Maior ou igual a 1.5% & menor do que 5% | Regular

Maior do que 0% e menor do que 1.5% Ruim

Inaceitavel (ganho real negativo significa

MU S e e A 0% perda do podér de compra dos salarios)

Eles classificaram a proposta de aumento e justificaram essa classificacdo apresentando
o valor do ganho real gue obteriam.

A classificacio, com sua respectiva justificativa, foi

@ inaceitavel, porque o ganho real seria mais proximo de — 5%.
ruim, porgue o ganho real seria mais proximo de 1,05%.

@ regular, porgue o ganho real seria mais proximo de 4,7%.
@ boa, porque o ganho real seria mais proximo de 9,5%.

@ boa, porgue o ganho real seria mais proximo de 5%.

FONTE: ENEM 2020.

Resolvendo a questdo da Figura 4, encontra-se a resposta: “C”, pois, considerando uma

inflacdo de 5%, tem-se: 1 +r =

1+0,10
1+0,05

=110 4 0
= Tos 1=4,76%.

Em sala de aula, ao trabalharmos esta questdo, poderiamos fazer novas suposicoes,

como, por exemplo: verificar o que aconteceria com o ganho real na hipotese de uma deflagao
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de 5%. Neste caso, teriamos um ganho real de 15,79%, dado pela aplicacdo da formula:

140,10 1,10
1+r= —— = r=———1=15,79%.
+ 1-0,05 0,95 79%

Isto nos mostra que o essencial nao ¢ a “decoreba” de formulas e sim o significado e a
interpretagdo das suas variaveis para as aplicagdes praticas.

Neste sentido, uma questdo de Matematica Financeira pode apresentar as formulas no
seu enunciado e, ainda assim, ser uma questdo qualificada para a verificagdo de competéncias
financeiras.

Na Figura 5, a seguir, tem-se uma situacdo com a tematica de inflagdo, cuja resolugao

precisa ser modelada:

Figura 5 — Inflacio x dinheiro

Impacto da inflacao
sobre o dinheiro

1994 2019

—> N0 R$083

- Krs1e

RS 16.65

FONTE: Livro Aberto — Edﬁcag:ﬁo Financeira.

Com base na Figura 5, uma boa oportunidade, em sala de aula, ¢ a introducao do
conceito de inflacdo e a busca de metodologias que analisem as variagdes do “poder de compra”
das pessoas e como isto se traduz em termos de inflacdo. Nesta figura, pode-se, por exemplo,

pedir o calculo da inflacao anual no Brasil durante o periodo de 1994-2019.

Este calculo servira para verificar a inflagdo anual no Brasil, considerando este indice

como um redutor do “poder de compra” da populagdo, como observado a seguir:

(P24

1) “Uma cédula de R$ 5,00” em 1994 comprava “5x” produtos a um prego médio “y”.
Com a inflagdo f acumulada de 1994 até¢ 2019, passou a comprar “(0,83).x” produtos

a um preco médio “y(1 + f)”. Com isto:

5 5
= [ — [ — ~ 0,
(5x).y = (0,83.x).y(1+ )= (1+f) 083 =f 083 1=502,41%

2) Analogamente, tem-se para:
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v “Uma cédula de R$ 10,00” - f = =~ —1 = 521,12%

v “Uma cédula de R$ 50,00” - f = 8% — 1 = 500,24%

v “Uma cédula de R$ 100,00” - f = == —1 = 500,60%

Com a modelagem, pode-se escrever a seguinte faixa de valores para a estimagdo da

inflagdo: 5 < f < 5,22.
f=5=0+)%=6=i=236-1=743%a.a.

f=522=0+)®=622=i="/622—-1=7,58%a.a.
Logo: 74% a.a.<i < 7,6% a.a.

Esta atividade poderia ser discutida e ampliada com simulagdes potencialmente
elaboradas na Calculadora do IPCA (indice de Precos ao Consumidor Amplo), que possibilita
a atualizag@o de um valor a partir de um intervalo entre duas datas e a inflagdo estimada para o
periodo. Assim, dado um valor na data inicial, calcula-se um novo valor na data final com base
na componente inflaciondria.

Esta calculadora foi elaborada pelo IBGE e estd disponibilizada na internet em:
<https://www.ibge.gov.br/explica/inflacao.php>. Estas atualiza¢des dos valores podem ser
feitas desde o inicio da série historica do IPCA em janeiro de 1980 e, metodologicamente, os
valores sao corrigidos, considerando o produto entre o valor inicial e o resultado da divisao do
numero-indice do més final pelo nimero-indice do més anterior ao més inicial. O resultado
desta divisdo ¢ o fator que corresponde a variagdo acumulada do IPCA no periodo desejado.
Portanto, esta ferramenta digital, denominada Calculadora do IPCA, automatiza o

procedimento descrito.
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1.2.2 Juros simples e compostos modelados por outros instrumentos matematicos
Conforme SMOLE e DINIZ (2013), a Figura 6 traz elementos a serem explorados em

uma aula de introducao a conceitos e abordagens sobre os juros simples para o Ensino Médio:

Figura 6 — Juros simples x Montantes formados

| rosnoperodo | Montan

| Pmés 2000 | 160 = 0,08-2000 | M = 2000 + 160 = 2160 |
[Fmbs 2000  |320=2-160 | N, = 2000 + 320 = 2000 + 2-160 = 2320 |
[Fmés | 2000 480 = 3160 ['W, = 2000 + 480 = 2000 + 3160 = 2480 |
[Fmbs | 2000 [60=4.160 | W,=2000+ 640 =2000 + 4 160 = 2640 |
[5més | 2000 | 800=5-160 | M, = 2000 + 800 = 2000 + 5160 = 2600 |
[efmes | 2000 | 960 =6-160 | M, = 2000 + 960 = 2000 + 6160 = 2960 |
| : :

T ] M = 2000 +.2000-08-1; |
1 més .Ei]!'JO } L[.lLL Cfb l. '-lP u.[ " o008 |
t* més C b= O | ekl = o l

Observando a tabela, podemos notar que, se continudssemos até um tempo t
ndeterminado, o célculo do juro simples poderia ser generalizado assim:

i i i de juros
Se um capital C, aplicado a ums taxa i so periodo, no sistema
simples, rende juros j ao fim de um perfodo &, antdo podemos dizer que:

_"mi!f‘.:—:

0 montante a ser pago (ou recebido) apds esse perfodo é dado pelo capital inicial
nais o juro, ou seja:

FONTE: SMOLE e DINIZ (2013).

Nesta parte do trabalho, bem como em outras, recomenda-se a leitura do contetido do
APENDICE B.

Nos juros simples, calcula-se os juros por meio de uma férmula (construida
anteriormente) de um caso particular para um caso geral, em que os valores dos juros sao
acrescidos, a cada periodo, de uma constante, que ¢ o produto do capital C pela taxa i. Na

formula dos juros simples, este produto representa a razdo de uma Progressao Aritmética.

E ainda, a partir da Figura 7, pode-se desenvolver uma aula para o Ensino Médio sobre

conceitos e abordagens relacionados aos juros compostos (SMOLE e DINIZ, 2013):

Figura 7 — Juros compostos x Montantes acumulados

 [Emes c i-c M=C+i-C=Cl+i)
[Ens | W iM, N, =W +i-M,=M0+0)=C0+00+0=C0+0F
e iM, M= W, +i W, = N1+ R0+ = 0+ 0+ =C0+ 7 |
i'M, Mo=W, M =M+ DX+ D =CO+ D0+ =CO+ 7 |
M, =M M= D= 00+ D =00+ TF |
e R e s e el

célculo do montante, més a més,
t.o

s et Lot

FONTE: SMOLE e DINIZ (2013).
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Nos juros compostos, calculam-se os montantes acumulados através de uma féormula

(construida anteriormente) de um caso particular para um caso geral.

Assim, verifica-se um processo de crescimento do capital C, que, apos 1 periodo

aplicado a uma taxa i, apresenta o Fator de Corre¢do (1 + i), gerando o montante C. (1 + i).

Apds mais um periodo, aplica-se novamente este Fator de Corre¢do, gerando agora o
novo montante C.(1+i).(1+ i) = C.(1+i)? e, assim, sucessivamente, de modo que um
capital inicial C, apos t periodos (com capitalizagdes sucessivas), apresenta o seguinte valor:

C.(1+ 0%

Nos juros compostos, primeiramente, determinamos os valores dos montantes para,
depois, encontrarmos os valores dos juros. Isto ocorre porque ¢ o valor do montante dos juros
compostos que nos fornece, diretamente, o termo geral de uma Progressao Geométrica com

razdo igual ao Fator de Correcdo (1 + i).

Uma aula como esta pode ser conduzida, por exemplo, com a construgao de tabelas para
verificagdo de padrdes: tipos de progressdes, termos iniciais, razdes e aplicagdes, a fim de que
os alunos construam as formulas e elaborem exemplos dentro de uma perspectiva de
investigacdo matematica e, com esta estratégia pedagogica, obtenham novos conhecimentos a

partir de outros ja assimilados.

A Figura 8 (SMOLE e DINIZ, 2013) estabelece, a seguir, uma abordagem interessante
para o entendimento dos tipos de juros (simples e compostos) por meio de defini¢cdes e

exemplos de certas fungdes reais (afins e exponenciais, respectivamente).

Assim, convém apontar que o desenvolvimento tedrico proposto na Figura 8 traz uma
abordagem integradora entre os assuntos de juros simples e de fungdes afins; e, de forma
semelhante, apresenta também uma abordagem integradora entre os assuntos de juros

compostos e de fungdes exponenciais.

Embora este tipo de abordagem nao seja inovadora, por exemplo, para os leitores da
Colecao “A Matematica do Ensino Médio”, publicados pela Sociedade Brasileira de
Matematica (SBM) com foco na formacao docente, deve-se destacar que esta abordagem ¢ até
pouco usual nos textos didaticos para o Ensino Médio. No caso apresentado, o desenvolvimento

tedrico foi realizado com linguagem adequada ao publico de estudantes do Ensino Médio.
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Segue o contetido didatico detalhado na Figura §:

Figura 8 — Juros x funcées reais

e —

PARA SABER MAIS
FungBes e juros

Como wvimos o capital nacial, ou principal,

pode cresoed em funglo de duas modaltades : 0 & 01(00) = 1 %90+ 81 00 = 0

de jurci: simplet ou compoilo. A tabela ao | L I T " TR L

lado ilusira 8 evoluclo de uma aplicagbo de ] I'I‘El;lfl.ll'l]'[:'l.— o 1 = DL = EJ_ 4

RS 100,00 & uma taxs de 0% 4.4 _::' T 4 & 000 = OO &1+ 0100 = 1330 |
"« | poeormomese | 13+ 0NN = HeA

i =

Dhwervando a tabela, podemon ver gue o | — e+ 01 “‘F
crescimento do capital inicial a juros simples & § | o -+ il m' Eﬂ_. £ e el
linear & a jurcs composios € exponencial

ES50 OCOITe pongue o monktante, no sisiema

de juros simples, & obtido am fungBo do tempa, Mantante 4 Montants compost §
sendo & equaclo dessa funclo M = © ¢ jou | Kb L Sl
M= Caf+t =0 |-t gue & uma funglo -

afim na varidwel [ J& no caso do sistema de ju
ros compostos, o montante & oblido em fung 3o
do tempo por meio da expresaio M o= Ll + iF
gue & uma funclo exponencial de base (1 + o
na varidvel £ . i

Podemos dustrar graficamente o mantanie ol i Tempes Carrir)
obiido nos dois sistemnas da saguinte erma;

0 grifico nos mosira que o montante simples & representado por uma reta (crescimento Enear) & o
montante COMPOsio & eDresentson P07 UMmd Curva exponencial icrescimento exponenciall. Vemos bam-
bém que os graficos s& interceptam quanda o periodo ¢ igual a 1. Analsando tatela e gralicn juntes, oon-
cluimos que o regime de juros compostos w0 apresenta vantagem sobre o de juros simples para guem
\empresta um valor durante um pericdo maker que uma unsdade oo tempo.

FONTE: SMOLE e DINIZ (2013).

Analisando a exposi¢do realizada na Figura 8, temos que, de fato, quando o periodo em
questdo ¢ igual a 1, os juros (simples e compostos) e as suas funcdes representativas sao,
numericamente, iguais:

M;(t) = C + C.i.t (funcio afim)

M,(t) = C. (1 +i)* (func¢io exponencial) } = M, (1) =M (1D)

Assim, graficamente, quando £ = 1, os montantes dos juros simples € compostos sao
iguais e quando t # 1, temos os seguintes casos de transformacdo de um capital C em um

montante M ao longo de um tempo t:

a) t<1= M;(t) > M,(t): os juros simples tém a melhor remuneragio; e

b) t> 1= M;(t) < M,(t): os juros compostos tém a melhor remuneragio.
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Essa ideia merece ser bem fundamentada, pois admitir que existam certos periodos de
tempo (prazos) nos quais os juros simples possuem uma melhor remuneracdo do que os
compostos ¢ uma ideia bem contraintuitiva. Neste sentido, esta modelagem dos juros por meio
de fungdes ¢, particularmente, Util em relagdo a este objetivo pedagdgico de andlise dos

montantes a juros simples e compostos.

Este tipo de andlise permite ainda a fundamentacao do fato de os montantes dos juros
compostos calculados pela convengdo linear serem maiores do que os calculados pela

convengdo exponencial.

Isto se da com base no argumento de que, conforme a analise grafica, tem-se que os
juros simples possuem uma melhor remuneragao do que os compostos para periodos menores

que uma unidade de tempo.

1.2.3 Séries uniformes de prestacdes fixas e amortizacoes

As séries uniformes referem-se a prestacdes fixas (pagamentos ou recebimentos)
durante um prazo n (nimero de prestacdes) que considera uma unidade de tempo estipulada.
Assim, por exemplo, podemos ter n séries mensais, semestrais, anuais, etc., que devem estar

referenciadas a taxas também mensais, semestrais, anuais, etc.

Este conteudo, geralmente, ndo ¢ desenvolvido no Ensino Médio, mas a BNCC sugere
uma exploracao inicial deste assunto e, como sera visto, o ENEM tem ainda apresentado, nos

ultimos anos, questdes que tangenciam conceitos de séries uniformes.

Embora pouco trabalhado no Ensino Médio, este tema possui muitas aplicagdes ao
cotidiano das pessoas, haja vista que as operacdes com empréstimos bancarios ou as
relacionadas a compra de mercadorias a prazo necessitam da adequada interpretagao dos fluxos

financeiros apresentados e da formulagdo das séries uniformes para a realizagdo dos calculos.
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Na edigdo de janeiro de 2020 do PAPMEM’, o professor palestrante Luciano Castro
apresentou uma atividade de Matematica Financeira a partir de um artigo da RPM?® 70,
intitulado: “Duas vezes 100 ¢ igual a 200?”, que trabalha alguns importantes conceitos sobre
séries uniformes e amortizagdes de dividas, enfocando na interpretacdo das situagdes
financeiras para a formacgdo dos conceitos presentes nestes assuntos. Encontra-se disponivel
(resolvida e comentada) na seguinte pagina do IMPA: <https://impa.br/wp-
content/uploads/2020/01/PAPMEM _JAN 2020 Matematica Financeira.pdf>.

Destaca-se que as prestagoes fixas correspondem a pagamentos ou a recebimentos

periodicos e iguais.

Estas séries sdo ainda denominadas anuidades ou rendas certas.

Neste conteudo, também ¢ importante o dominio do valor do dinheiro no tempo e os
deslocamentos dos fluxos financeiros, bem como a correta manipulacdo sobre os Fatores de

Correcdo para os processos de capitaliza¢do das séries uniformes:

a) Para deslocamentos a Valor Futuro (n periodos posteriores) — VF: (1 +i)"; e

b) Para deslocamentos a Valor Presente (n periodos anteriores) — VP: (1 + i)™

Também ¢ importante o conhecimento da férmula que converte o Valor Presente (VP)

em Futuro (VF) e vice-versa. Assim, denotaremos (VP) por P e (VF) por F na féormula a seguir:

F=P.(1+i)"=P-= =F.(14+i)™

@+

Considerando um fluxo de n pagamentos ou recebimentos periddicos (R), realizados ao

fim de cada periodo®, temos, na Figura 9 a seguir, n setas verticais e iguais indicando,

7 O Programa de Aperfeigoamento para Professores de Matemética do Ensino Médio — PAPMEM tem como
objetivo o aprimoramento dos professores de Matematica do Ensino Médio no Brasil, sendo conduzido pelo
Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA), que convida um conjunto de palestrantes em cada edi¢@o para
desenvolverem temas de relevancia para a pratica docente. Esta atividade, proposta em janeiro de 2020,
complementou uma primeira atividade trazida pelo professor Luciano Castro parao PAPMEM em janeiro de 2017,
que apresentou uma introdugdo aos fluxos financeiros, incluindo contextos inflacionarios.

8 A Revista do Professor de Matematica (RPM) é uma publicagido da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM).
A RPM 70 foi publicada em 2009 pelos autores Ilydio Pereira de Sa e Vinicius Gusmao Pereira de Sa e se encontra

disponivel em: <https://www.rpm.org.br/cdrpm/70/4.html>.

% Ou seja, considerando do tempo 1 até o tempo 7.


https://impa.br/wp-content/uploads/2020/01/PAPMEM_JAN_2020_Matematica_Financeira.pdf
https://impa.br/wp-content/uploads/2020/01/PAPMEM_JAN_2020_Matematica_Financeira.pdf

48

graficamente, um fluxo periddico de valores, bem como o somatério equivalente deste fluxo

trazido a Valor Presente (P)'°, que significa trazer todos os “R” para o tempo zero:

Figura 9 — Séries uniformes e Valor Presente

FONTE: MATHIAS e GOMES (2004).

Algebricamente, o Valor Atual (P) de uma série de n parcelas iguais a R, sendo i a taxa

de juros é:

P= R + R + R + ot R
@A+ A+0)2 (1403 (1+0n

b R 1+d"-1
_(1+i)nx 1+ -1

R 1+D)"—1

P = X
(1+i)n i

A+ -1
% i

F=R

Estas formulas (para o Valor Atual ou Presente, denominado P; e para o Valor Futuro,
denominado F) sdo aplicaveis aos casos mais comuns em Matematica Financeira, que sdo os

fluxos financeiros postecipados (ao final de cada periodo).

Assim, matematicamente, P ¢ o somatorio das prestagdes trazidas a uma unidade de
tempo antes da primeira prestacdo (trazidas a tempo zero) e F é o somatorio das prestagoes

levadas ao periodo da n-ésima prestacgao.

Contudo, com menor incidéncia no cotidiano, aparecem ainda os fluxos financeiros
antecipados (ao inicio de cada periodo), em que se verifica um fluxo uniforme de n rendas do

tempo zero até o tempo n — 1.

19 Note que poderiamos fazer um processo semelhante por meio do somatério equivalente do fluxo de valores a
Valor Futuro, levando as prestacdes ao tempo n, mas isto ndo é necessario pois, tendo o Valor Presente, basta s6
aplicarmos a formula para o Valor Futuro: F = P. (1 + i)™
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Lapponi (2005, p.224-225) defende que ¢ “oportuna a apresentacdo de equivaléncias
financeiras para a obten¢ao das formulas das rendas antecipadas por meio da manipulacao das

féormulas das rendas postecipadas, e vice-versa”.

Isto permite a verificagdo e a adaptagdo de uma férmula a novos pressupostos, o que
esta na perspectiva construtiva da modelagem e € positivo porque reduz o nimero de formulas

a serem previamente conhecidas pelos alunos.

Assim, com esta tarefa de manipulagdo de ferramentas e conceitos financeiros para a
obtencdo de férmulas, pode-se desenvolver uma atividade de Modelagem Matematica como

detalhado, a seguir, na Tabela 3:

Tabela 3 — Modelagem de séries antecipadas a partir de postecipadas

MODELO POSTECIPADO:
. Rpost (1+D"—1
POSt ™" (1 4 {)n i

a+dr-1

i
Etapa 1 da Modelagem: observar que o fluxo das “n” R,,,; prestacdes antecipadas do
tempo zero até o tempo n—1 equivalem ao fluxo das “n” Rpes prestacdes

Fpost = Rpost X

_ Rpost

postecipadas do tempo 1 até o tempo n. Logo: R,,¢ = W

Etapa 2 da Modelagem: criar, artificialmente, uma série postecipada de Valor Presente
no “tempo ficticio” —1 (uma unidade anterior ao tempo zero) com “n” prestagoes
Rant, sendo a primeira no tempo zero e a n-ésima no tempo n — 1. O somatério desta
série corresponde ao Valor Presente no tempo zero e Valor Futuro no tempo n — 1.

Portanto, temos:

MODELO ANTECIPADO:
Rant (1 + i)n -1
Pont = X X(1+i
ant (1 + 1)“ i ( + l)
a+H"—-1 ,
Fant = Rant X i X (1 + l)

FONTE: Acervo do autor (elaboracdo propria).
Deve-se observar na Figura 10, a seguir, uma situagdo real de séries uniformes cujas
informacdes podem ser objeto de modelagem (exemplo: analise de sensibilidade das variaveis

para outros valores ou hipdteses):
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Figura 10 — Diferentes formas de pagamento

Formas de pagamento

B8 Cartéio de crédito

VisASE O E O By =

FONTE: Livro Aberto — Educa¢ao Financeira.

Exercicio de Aplicagao 1 — Certa pessoa aceitou um empréstimo garantido pelas promissorias,

a seguir discriminadas:

RS Prazo de vencimento
10.000,00 em 1 més
20.000,00 em 3 meses
40.000,00 em 6 meses

No fim do primeiro més, na impossibilidade de pagar o primeiro titulo, entrou em acordo
com o credor para efetuar o pagamento do total do empréstimo ao final do segundo més. Sendo
de 5 % a.m. a taxa envolvida na época do fechamento do negocio e de 15% a.m. a taxa acertada
para as parcelas vencidas e nao pagas, qual o pagamento global a ser feito na referida data?

Segue a resolucdo, conforme a Tabela 4, que explora dois tipos de representacdes para
a manipulacdo dos fluxos financeiros que indicam o valor do dinheiro no tempo:

Tabela 4 — Diferentes representagdes - tempo focal 2

Representacdo Grafica da transposicio do | Equacdo Financeira da transposicado do
somatoério de valores ao tempo focal 2 somatorio de valores ao tempo focal 2

20.000  40.000
1,05  (1,05)*

X = R$ 63.455,72

X = 10.000.(1,15) +

FONTE: Acervo do autor (elaboragdo propria).
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Exercicio de Aplica¢ao 2 — Vinicius tomou um empréstimo de R$ 5.000,00 a juros mensais
de 5%. Dois meses depois, ele pagou R$ 2.500,00 e, um més apos esse pagamento, liquidou

seu débito. Qual o valor desse ultimo pagamento?

Neste exercicio, deve-se perceber a diferenca entre os fluxos financeiros positivos e

negativos para a montagem da equacao financeira associada.

A resolugdo encontra-se na Tabela 5 a seguir:

Tabela 5 — Diferentes representacgoes - tempo focal 3

Representacdo Grafica com equivaléncias | Equacdo Financeira com equivaléncias
financeiras para o tempo focal 3 financeiras para o tempo focal 3
5000 Para DIVIDA SER PAGA, devemos ter:
U Devemos “empurrar” todos os valores
para uma mesma data (por exemplo —5.000. (1 05)3 + 2.500. (1 05) +x=0
1 2 3 para o més 3) e igualar as entradas ’ ’
(empréstimo) com as saidas
25Lo J (pagamentos periédicos). x = 5000.(1,05)% — 2500.(1,05) = R$ 3.163,13
X

FONTE: Acervo do autor (elaboragdo propria).

Exercicio de Aplicacdo 3 — Um carro custa R$ 35.000,00 a vista ou pode ser pago em 18
prestacdes mensais iguais. Sendo cobrados juros de 3% ao més, calcule a prestagdo,

considerando que a primeira seja paga 4 meses apOs a compra.

Neste exercicio, mais importante do que a aplicacao das formulas financeiras sdo as suas
corretas manipulagdes e interpretagdes acerca do significado dos fluxos financeiros, o que

abrange a perspectiva da modelagem, conforme detalhado a seguir:

Y
X = 35.000 = ——— = Y = 35.000. (1,03)3
(1,03)3 (1,03)

(03t —-1
~ 77(1,03)18.0,03

EQUACOES (Modelagem)
= 35.000. (1,03)*

~1.050.(1,03)2"

= 2.780,78
(1,03)18 — 1

A prestagdo do carro ¢ R$ 2.780,78.
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Exercicio de Aplicacdo 4 — Maria quer comprar uma TV de R$ 1.500,00, tendo sido oferecida

a ela pela loja trés possiveis opg¢des de pagamento:
1? Opgdo: a vista com 10% de desconto.

2* Opcao: em duas prestagdes mensais iguais e sem desconto, vencendo a primeira um més apos

a compra (modelo postecipado).

3* Opcdo: em trés prestagdes mensais iguais € sem desconto, vencendo a primeira no ato da

compra (modelo antecipado).

Pergunta-se: Qual ¢ a melhor opcao se o dinheiro vale 25% ao més de juros. Seria possivel
calcular as taxas de juros para as duas situagdes de compra a prazo, caso fossem consideradas

separadamente, bem como indiferentes em relagcdo a opgao a vista?

Colocando os valores destas opgdes na data zero (ou seja, colocando-os a Valor

Presente), tem-se os seguintes valores liquidos totais:

v" Na 1* Opg¢do: maior valor a ser pago: 1.500.(0,9) = 1.350

v 2 Onedo: . 750, 750
Na 2 Opgdo: menor valor a ser pago: =t 1257 1.080
v" Na 3" Opgao: valor intermediario a ser pago: 500 + % + (15:;))2 = 1.220

Como pode ser observado, eventualmente, a intuicdo poderia enganar as pessoas que

escolhessem as opgdes de pagar a vista ou em trés prestacdes.

Objetivamente, colocando as trés opcoes a Valor Presente, verifica-se que a 2* ¢ a
melhor, pois equivale & menor prestagdo. Assim, ¢ importante focalizar nas variagdes do valor

do dinheiro no tempo para as analises € comparacdes financeiras em geral.

A analise, anteriormente apresentada, fundamentou-se no conceito do Valor Presente
Liquido (VPL), mas também podem ser feitas analises financeiras por meio do conceito das

taxas de retorno.

Neste exercicio, ao buscarmos uma metodologia de calculo para as taxas de juros nas
duas situagdes de compra a prazo, designadas por i; e i, (respectivamente, taxa da 2* Opgao e

da 3% Opg¢ao), colocamos a 1* Opgao como base para fins de equivaléncia de capitais.

Desta forma, para a 2* Opgao, temos:

750 750

= 1350
A+ T a+i)e
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Considerando a variavel auxiliar x = 1 + i; e substituindo na equacao anterior, temos:

5 5
~+—5=9=9x*-5x—-5=0
x x

_ 5+v205 54143178

=X 18 18
. 1 —13 + 14,3178
—1 = —_ e ——
151 X 18
=i = 178 g 30
i = TH ba.m
750 750
De fato: + = 1.350
(1,0732)  (1,0732)2
Para a 3* Op¢ao, temos:
500 500

500 + = 1.350

A+ T d+5)?

Considerando a variavel auxiliar y = 1 + i, e substituindo na equacao anterior, temos:

10+10 17 = 17y?2 — 10y — 10 = 0
y 2
5++195 5+ 13,9642
=y= ~
17 17
_ —12+13,9642

L =Y 17

. 1,9642
=i, = 17 = 11,55% a.m.

00 50

5 o
De fato: 500 + 11155) t e = 1.350

Portanto, também conforme esta metodologia, a 2* Opcao ¢ a melhor, pois tem a menor
“taxa de transformag¢do do valor a vista em valor parcelado”.

Destaca-se que esta metodologia, didaticamente apresentada, para os calculos de i, e de
i, esboca o conceito da Taxa Interna de Retorno (TIR) de projetos de investimento.

Assim, por exemplo, quando perguntamos qual ¢ a TIR anual de um investimento de R$
10.000,00, que me proporcionara uma receita de R$ 20.000,00 ao fim do 1° ano e de R$
30.000,00 ao fim do 2° ano, estamos buscando encontrar a raiz positiva da seguinte equacao do
2° grau:

20000 30.000
(1+TIR) ' (1 + TIR)?

=10.000 = (1 + TIR)2—2.(1+TIR) —3 =0
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214 +4
20.000 30.000
De fato: + = 10.000

Este, contudo, ¢ um caso bem simples de TIR, pois ha outros em que se fazem analises,
a partir de séries com trés termos, gerando (por artificio algébrico) uma equacao do 3° grau; ou
ainda, a partir de séries com quatro termos, gerando uma equacao do 4° grau, etc.

Nestas situacdes, o calculo algébrico da TIR se torna bem mais complicado, sendo o
calculo da TIR factivel, na maioria dos casos, com o auxilio do Excel ou da Calculadora

Financeira HP-12C.

Exercicio de Aplicacio 5 — Uma pessoa fez uma aplicagdo financeira mensal de R$ 1.000,00
por 4 anos com uma taxa de juros compostos de 21% ao ano e com capitalizacdo mensal. Apos
esse periodo, deixou o montante gerado rendendo durante mais 6 meses. Ao fim deste ultimo
periodo, realizou o resgate, tendo pago 20% a titulo de Imposto de Renda (IR) sobre
rendimentos obtidos (apenas sobre os juros). Determinar o montante liquido apos o desconto
do IR.

Apresenta-se a seguinte resolugdo para este exercicio:

21% 12 meses ] 21%
p = ~ =y =
im 1 més 12

=1,75% a.m.

A+i)2=0+i)r'=>i, =0 +i)?-1

i, = (1,0175)!2 — 1 = 0,231439 = 23,14% a.a.

M, = |1000, 207D 1 (1,0175)® = 82.409,59
e " 0,0175 B = oeEs

J, = 82.409,59 — 48.000,00 = 34.409,59
M, = 82.409,59 — 0,2. (34.409,59)

M, = 82.409,59 — 6.881,92 = 75.527,67

E importante perceber que este montante final é gerado por meio do produto de dois
fatores: o primeiro representa a agregacao de um conjunto de valores aplicados mensalmente;
e o segundo ¢ um Fator de Acumulacdo que atualiza o primeiro agregado por mais 6 meses.

Destaca-se que, individualmente, estes dois fatores representam montantes de naturezas

diferentes (anuidades e juros compostos). Situagdes financeiras como esta, em que podemos ter
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um ou mais capitais se transformando em um ou mais capitais no decorrer do tempo, sao
comuns no cotidiano financeiro.
Ainda sobre as rendas uniformes, ha ainda o caso particular das Rendas Perpétuas.
Uma perpetuidade de termos iguais a R (a uma taxa de juros i) tem o seu Valor Atual
ou Presente (P), que se d4 a uma unidade de tempo antes do primeiro pagamento, determinado
pela seguinte formula:
R
P=—
i
Embora simples, esta formula ¢ deduzida fazendo o n da féormula'' a seguir tender ao
infinito:

_ R ><(1+i)"—1
IEEDE i

p

Observe o seguinte exercicio de aplicacdo com Modelagem Matemaética:

Quanto devemos investir, mensalmente, por 20 anos, a juros mensais de 0,5% para obtermos, ao final
deste periodo, uma renda perpétua mensal de R$ 1.000,00? Faga ainda uma andlise de sensibilidade,
mesclando ainda opgdes de 10 e de 20 anos com as de juros mensais de 0,5% e 1% e tire as suas

conclusoes.

Ao modelarmos as formulas financeiras para encontrarmos um “X” genérico que resolva

este problema, temos:

> X=—
i i 1+im—1

a+H"*-1 1.000 1.000
F=X - =

Assim, o “X” responde diretamente a pergunta: “Quanto devemos investir?” A variavel

foi isolada, criando, deste modo, uma equacao de modelagem.

Conforme a perspectiva de uma andlise de sensibilidade, realizam-se as seguintes

simulagdes:

1.000
n =240 meses e [ = 0,5% am=X= W = 432,86

! Esta formula do Valor Atual ou Presente (P) é obtida com a utilizagdo do calculo infinitesimal aplicado a uma
soma de termos de uma Progressao Geométrica (PG) infinita.
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1.000
n=240meses e i = 1% a.m. = X = (LODT—]_ = 101,09
=120 i = 0,5% =X= 1.000 = 1.220,41
n= meses e i = 0,5% a.m. —(1’005)120_1— . E
) 1.000
n=120meses e i = 1% am—=X=———=434,71

(1,005)120 — 1

Com estas observacdes, conclui-se que, aumentando o prazo ou a taxa de juros, o valor
das contribuigdes se reduz com, praticamente, o mesmo nivel de sensibilidade. Para uma analise

mais precisa, seria necessaria a ampliacao das simulagdes numéricas.

Se a questdo fosse: uma contribuigdo previdenciaria mensal de R$ 200,00 durante 30

anos em uma aplica¢do financeira com uma taxa liquida de 1% ao més (descontados o imposto
de renda e as tarifas bancarias), daria uma aposentadoria mensal de quanto? (Suponha que as
contribui¢des sejam fixas e ininterruptas e que a aposentadoria se constitua como uma renda

perpétua a uma taxa equivalente de 0,5% ao mes).

Contruir novos problemas a partir de um problema inicial também est4 na perspectiva

da Modelagem Matematica.
Assim, para o exemplo anterior, a resolugdo ¢ a seguinte:

(1,01)36° -1
R =200 X ————— x 0,005 = 3.494,96
0,01
Este resultado significa que daqui a 30 anos teremos uma renda mensal e constante de

R$ 3.494,96, renda, que trazida a Valor Presente, representaria hoje (hipoteticamente falando)

o valor de R$ 97,22.

Supondo ainda que as rendas a serem pagas, mensalmente, daqui a 30 anos tenham uma
recomposi¢do dada por uma inflacdo mensal de 0,3% nesta época, a primeira renda'? a ser
recebida seria de R$ 1.391,03, como detalhado no calculo a seguir:

(1,01)3%° -1 (0,005 — 0,003)

R" =200 x 0.01 X 1005 = 1.391,03

12 As demais rendas, a partir da primeira, terdo reajuste 0,3% ao més.
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Este calculo fundamenta-se no resultado literal deduzido no exercicio a seguir.

Considerando a manipulagdo matematica com expressoes literais, que pode ser realizada

também em um contexto da modelagem, tem-se o seguinte exercicio de aplicagao:

Seja uma renda perpétua cujos termos crescem a uma taxa f constante, sendo o seu
primeiro termo a. Supondo a taxa de juros i, que é, numericamente, superior a taxa f,
qual ¢ o valor da renda na época do primeiro pagamento? (MORGADO et al., 2015,
p.80)

Neste exercicio, a aplicagdo imediata das formulas ndo ¢ suficiente, pois requer uma
manipulagdo matemadtica em relagdo ao limite da soma dos termos de uma Progressao

Geométrica (PG) infinita.
A solugdo que propomos € a seguinte:

a(1+f) a@+)? a(@+f)>
a1+ (1 + )2 (1+1i0)3

X=a+

a a a (14+i
‘ _a _a(+

e

Em relagdo ao topico de Amortizagdes, ndo se introduz nenhuma nova formula
financeira, sendo necessario apenas o dominio de conteidos anteriores da Matematica

Financeira, ja que este costuma ser o ultimo topico da disciplina. Consultar o ANEXO.

Neste assunto, sdo sistematizados diferentes processos de extingdo de dividas por meio

da realizagdo de pagamentos periodicos, de maneira que cada prestagdo possui duas parcelas:

uma de amortizacdo da divida e a outra dos juros.

Assim, na amortizagdo, do ponto de vista da Matematica Financeira, ha apenas uma
organizagdo ¢ sistematizacao dos contetidos financeiros para o enfoque no pagamento das

dividas (amortizac¢es + juros).

Este contetido pode ser bem trabalhado com o Excel por meio da construgdo de tabelas

e de formulas para os diferentes padroes matematicos de extingdo de dividas.

Seguem os seguintes exemplos de aplicagdo resolvidos e que podem ser utilizados no

Ensino Médio:
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Uma empresa tomou um empréstimo bancario de R$ 500.000,00 para pagamento em 3
parcelas anuais e iguais, sendo a 1* daqui a 1 ano e com uma taxa anual de 20%. Qual o

valor das parcelas?

K SALDO DEVEDOR (S, "AO (P,) JUROS PAGOS (J; AMORTIZACOES (A,
0 500.000 - - -

1 600.000 — X X 100.000 X —100.000

2 720.000 — (2,2).X X 120.000 — (0,2).X (1,2).X —120.000

3 864.000 — (3,64).X X 144.000 — (0,44).X (1,44).X — 144.000

Pode-se afirmar que 864.000 — (3,64).X = 0 e, assim, X = R$ 237.362,64 (valor das

parcelas).
K SALDO DEVEDOR (S, "AO (P,) JUROS PAGOS (J; AMORTIZACOES (A,
0 500.000,00 - - -
1 362.637,36 237.362,64 100.000,00 137.362,64
2 197.802,19 237.362,64 7252747 164.835,17
3

- 237.362,64 39.560,44 197.802,20

Roberto obtém um financiamento na compra de um apartamento, que devera ser pago
em 100 prestacdes mensais e iguais de R$ 3.500,00, de modo que cada prestagao possui
uma parcela de juros pagos e outra de valor amortizado da divida. Sabendo que a 1°
prestacdo possui uma parcela de juros de R$ 2.000,00; a 2* possui uma parcela de juros
de RS 1.980,00; e, genericamente, em cada més, os juros pagos sao R$ 20,00 inferiores
aos da prestacao anterior, calcule o total dos juros pagos e o valor da divida. (IEZZI et

al., 2013 com modificagdes)

K JUROS PAGOS (J, AMORTIZACOES (A,
0 X - - -

1 X —1.500 3.500,00 2.000,00 1.500,00

2 X—3.020 3.500,00 1.980,00 1.520,00

3 X —4.560 3.500,00 1.960,00 1.540,00

L = 2.000

Ji = 2.000 + (k — 1). (=20) = {]m 2

O total dos juros é:

(2.000 + 20)
2

A, = 1.500
Aloo = 3.4‘80

X 100 = 101.000

A, = 1.500 + (k — 1).20 =>{

O valor da divida é:

(1.500 + 3.480)
2

X 100 = 249.000

Um empréstimo de R$ 100.000,00 devera ser pago em 5 prestagdes anuais pelo Sistema
de Amortizagcdo Constante (SAC) a uma taxa de juros de 12% ao ano. Se a 1* prestagdo

vence dentro de um ano, calcule os valores das prestacdes.
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K SALDO DEVEDOR (S, . ) JUROS PAGOS (J, AMORTIZACOES (A,
0 100.000,00 - - -

1 80.000,00 32.000,00 12.000,00 20.000,00

2 60.000,00 29.600,00 9.600,00 20.000,00

3 40.000,00 27.200,00 7.200,00 20.000,00

4

20.000,00 24.800,00 4.800,00 20.000,00
- 22.400,00 2.400,00 20.000,00

d) Refaga o exercicio anterior, utilizando os seus dados e considere agora o Sistema

Francés (Tabela Price), em que as prestagdes sao iguais e postecipadas.

K SALDO DEVEDOR (S STAC/ " JUROS PAGOS (J,, AMORTIZACOES (A,
0 100.000,00 - - -

1 84.259,03 27.740,97 12.000,00 15.740,97

2 66.629,14 27.740,97 10.111,08 17.629,89

3 46.883,67 27.740,97 7.995,50 19.745,47

4 24.768,74 27.740,97 5.626,04 22.114,93

5 - 27.740,97 2.972,24 24.768,73

1.2.4 Outras perspectivas das modelagens aplicadas a Matematica Financeira

A Matematica Financeira costuma requerer, na resolu¢do de problemas, conexdao com
outros ferramentais matematicos para sua melhor instrumentalizagao.

Por exemplo: normalmente, em problemas de capitalizagdo composta é preciso o
conhecimento sobre os logaritmos (consultar APENDICE B) e as suas propriedades para a
“remogao de incognitas” dos expoentes, a fim de que se trabalhe, de forma mais pratica, com
as equagdes financeiras modeladas.

Neste sentido, um problema classico que pode ser proposto ¢ o seguinte:

Deste modo, apresenta-se um exemplo com motivagao historica: em um pergaminho da
Mesopotamia, datado de 1.700 a.C., hoje no Museu do Louvre, encontra-se a seguinte
pergunta: “Quanto tempo levard para uma soma de dinheiro para dobrar se investida a

20% ao ano e com os juros computados anualmente?” (JANOS, 2011, p.142)

Este problema pode ser pensado por meio de aumentos sucessivos de 20% até que se
atinja um valor maior ou igual a um montante de 200% a juros compostos:
X— (1,2).X— (1,2)2.X = 1,44.X — (1,2)3.X = 1,728.X — (1,2)*.X = 2,0736.X
Assim, o tempo t possui a seguinte relacdo: 3 < t < 4.
Contudo, se o tempo t for grande, esse método para determinacao do prazo fica inviavel

e a utilizagdo dos logaritmos para o calculo de t torna-se obrigatdria, como ¢ feito a seguir:
2.X
(12X =2.X= (12)' =—-=2=n(12)' =In(2)

t.In(1,2) =ln(2) =t In(2) _ 069315 38=3<t<4
n(1,2) = =t= = =38=
n n In(1,2) _ 0,18232
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Logo, pode-se generalizar a ideia de se determinar um tempo t de uma aplicagdo
financeira que possui uma taxa i com capitalizagdo composta, um capital inicial C e um
montante M através do seguinte desenvolvimento algébrico:

M =c.(1+i)t=>(1+i)t=(%)=>1n(1+i)t=1n(%)

. M In (%) In(M) — In (C)
t.In(1+1i) =1In (E) T hA+D . Wm@d+D

Se for possivel estabelecer uma relagdo entre M e C, de modo de que se tenha M = k. C
com k sendo um valor constante, temos o seguinte:
In(M) — In (C) = t.In(1 + i)
In(k.C) —In (C) = t.In(1 + i)
In(k) + In (C) —In (C) = In(k) = t.In(1 +1)

=0

B In(k)
" In(1+1)

t.In(1+i)=In(k) >t
Como In(k) também é um valor constante, o calculo de t depende apenas do valor da
variavel de taxa: i. Isto se aplica a enunciados de problemas em que se d4 um montante, que ¢
o dobro de um capital inicial ou o triplo de um capital inicial, etc.
O desenvolvimento do conceito de Taxa Interna de Retorno (TIR) referente a uma
sequéncia de capitais Cgy, Cq, ..., C; € uma outra boa oportunidade de aplicagcdo da Matematica
Financeira em contextos de modelagem.

Sabemos que a TIR nos fornece um procedimento metodoldgico para o célculo de uma

taxa i > 0, que verifica a seguinte equagao financeira:

G
2(1+i)k_0

k=0
Considerando x = (i), temos o seguinte polindmio de grau t:
p(x) = Cy+ Cyx + -+ Cext
Caso existam raizes reais positivas para este polindmio e sejam denotadas por x’, os

valores candidatos desta taxa de retorno sao:
1
TIR=——1
X

Sao exemplos de atividades que exploram, conceitualmente, a TIR:
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a) Indique, a partir da modelagem da TIR, o seu célculo para um investimento de
R$ 225.000,00 em que os retornos sdo: R$ 75.000,00 em 3 anos, R$ 105.000,00 em
5 anos, R$ 150.000,00 em 7 anos e R$ 165.000,00 em 9 anos.

Fazendo x = ﬁ e 11x° + 10x” + 7x° + 5x3 — 15 = 0 — caso existam raizes reais
positivas, vamos denota-las por x'. Assim: TIR = % -1
b) Verifique se um investimento de R$ 50.000,00 com retorno de R$100.000,00 em 1 ano

e uma despesa extraordinaria de R$ 100.000,00 em 2 anos possui um valor calculavel

em termos de TIR.

2+V4-4.2.1

Fazend0x=ﬁ,temos: —224+2x—1=0= 22— 22 +1=0=x = 2=

Portanto, x ndo possui raizes reais € nao ha como calcular a TIR associada a esta

situacao financeira.

Uma outra atividade de modelagem que mostra a importancia das demonstragdes

matematicas para a “descoberta” de novas formulas:

Seja uma renda de n parcelas mensais em progressao aritmética de razdo r com o
primeiro termo P a taxa de juros ao més i, determinar o valor desta renda um més antes
da época do fluxo financeiro referente a primeira prestagdo. (MORGADO et al., 2015,
p.80)

A solucao que desenvolvemos ¢ a seguinte:

Ao P +P+r+P+2r+ +P+(n—1).r
T4 @+ A48 1+ )n

A P +P+r+P+2r+ +P+(n—1).r
1+i) A+D2 @A+ @A+i* (1 + i)n+t

p A _ Al
T+ a+0)

Ai P P+(n—-1).r r r r
A+ _ad+0  a+om a+etaror taror

r n-1
Al P.A+)"-P—(n—1.r m[(ﬁ) —1]
A+ A+ + _
At P.(A+D"-P—-(m—-1).r r 1 1
1+i (1+ i)+t _(1+i).i'[(1+i)n‘1_ ]
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A_P.(1+i)"—P—(n—1).r r 1(14+10)
- 1+ Dn.i R CEN ]

P P+4+nr—-r r+r.i r
=——— 1+ - — .(1+i)_"+3
i i
P P ] ror ) (nr—r+r) )
A=7—7.(1+1)‘"+i—2—i—2.(1+l)‘"——,.(1+1)‘"

A=§-[1_(1+i)_n]+i12.[1—(1+l‘)—n]_M

A= (P +Z) ] 1- (1'+ D _nr. (1'+ D™

l l i

As demonstragdes tém ainda o papel de trabalhar o significado de formulas conhecidas,

como apresentado no seguinte desenvolvimento tedrico para as formulas das rendas certas

postecipadas:
P= R + R 4+t K
T14i (140)? BEDE

R

Deste modo, consegue-se perceber, mais facilmente, a formacdo de uma Progressao
Geométrica (PG) de termo inicial a; e razao q da série anterior:
PG b a;=Xeq=>1+i1
Modelando as formulas com o conhecimento de PG (definicdo e propriedades), temos:

ap =a;.q""

Ss=a;+ a;.q+ - +a.q"?!

q.-Sp =a,.q+a;.q*+ -+ a,.q"

PG:(ay,a:.q,...,a;.q" ") —<4q.5, - S, = (q—1).5, = a,.q" — a,
)

Can(@ -1 X(A+DT—1)

Toog-1  (A+D1t-1

n

(1+)™-1(-1) R [1-0+D)7" 1-(1+)™

P=X'(1+i)‘1—1'(—1)_(1+i)'[1—(1+i)‘1]_ T 14i-1

1-(1+0)™

' i
1+im—1
' i

P=R

F=P.(1+i"=R
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Na Revista do Professor de Matematica n° 66 — RPM 66 apresentou-se o artigo
intitulado: “Calcular prestacdoes de uma divida, como?”
No artigo, destaca-se o seguinte problema, que pode ser utilizado como atividade de

modelagem:

Um amigo meu, convicto da necessidade de adquirir um computador para desenvolver

suas atividades profissionais, e ndo contando com os recursos financeiros para compra-

lo a vista, pesquisou sobre como poderia obter o dinheiro emprestado. Trouxe-me trés

alternativas, pedindo-me esclarecimentos que as justificassem, ja que eram bastante

dispares. Ele precisava de um empréstimo de R$ 1.500,00 e estava disposto a paga-lo

em dez prestagdes mensais, sem entrada, isto ¢, pagando a primeira um més depois do

empréstimo.

)] A primeira alternativa foi produzida por um agiota, que lhe informou que o seu
dinheiro "valia 5% ao més" a juros compostos, resultando em dez prestagdes
de R$ 244,33.

1) A segunda alternativa foi produzida pela loja que vendia o computador, que
informou estar cobrando uma taxa de 5% ao més, resultando em dez prestagdes
de R$ 225,00.

11T) A terceira alternativa provinha de um banco que, para emprestar a quantia

solicitada a juros compostos de 5%, cobrava dez prestagdes de R$ 198,10.

Se a questdo fosse qual a alternativa escolher, ndo haveria davida que a do caso III) seria
a melhor. Mas como justificar cada uma dessas trés contas?

No Caso 1), temos: VF = 1.500x(1+ 0,05)*° = 2.443,34 com cada prestacio sendo

_ 244334
10

R

= 244,33 (Houve uma capitalizagdo composta de 5% a.m. projetada para 10 meses

com o Montante dividido pelas 10 parcelas para se chegar ao valor de cada prestagado).

No Caso II), temos: VF = 1.500x(1 + (0,05)x10) = 2.250,00 com cada prestagdo sendo

_2.250,00

R

= 225,00 (Houve uma capitalizacao simples de 5% a.m. projetada para 10 meses com

o Montante dividido pelas 10 parcelas para se chegar ao valor de cada prestacao).

No Caso III), temos: VP =1.500,00. Em ¢t=0 temos uma prestacdo associada

Ry = 1‘523’00 =150,00. Em ¢t =1, teriamos a 1* Prestacio R; = 150x(1+0,05); em t=2, a

2% Prestacdo seria R, = 150x(1 + 0,05)? e, assim, sucessivamente, até t = 10, em que teriamos a

10? Prestacdo R;, = 150x(1 + 0,05)*°. Portanto, neste caso, o0 Montante seria representado por:
VF =R, +R, + -+ Ry, = 150.(1,05) + 150.(1,05)? + --- + 150. (1,05)*°
VF = 150x[1,05 + (1,05)2 + --- + (1,05)1°]

VF =150 LOSX((1L,05)™® — D] _ 1.981,02 ~ R = 198102 _ 198,10
Bl 1,05—1 TaeRNe s =Ty T




64

Os célculos apresentados explicitam as trés logicas financeiras utilizadas, porém,
matematicamente, as trés estdo incorretas, visto que ndo consideram um Principio Fundamental
de Matematica Financeira:

A impossibilidade de se somar quantias financeiras de épocas diferentes.

Assim, o raciocinio apropriado para a questdo levantada seria o seguinte:

Atualmente, a divida é de R$ 1.500,00 (vP = 1.500,00). Eu quero pagar essa divida,
considerando que, no 1° més, pagarei um valor R para a prestacdo; no 2° més, pagarei também
um valor R e, assim, sucessivamente, até¢ o 10° més, de modo que todas as 10 prestacdes sejam
iguais a R. Com estes dados e fazendo uma Equivaléncia de Capitais para a data focal zero,

podemos escrever a seguinte equagao:

R R

1500 =10+ Tosz ¥ T omyw

Observando o 2° membro da equacao anterior, temos uma Progressao Geométrica de 1°
R . 1 . )
termo —— e razao igual a Toz- 1850 nos permite afirmar o seguinte:

R 1

—X [(—)10 1]
- 1.500 x 0,05
1.500 = =2 L2 A R=—"T 2

1,05 (1,05)10

. R = 194,26

Conforme uma perspectiva critica, temos como possibilidade de atividade a seguinte:

No Brasil, as taxas de juros cobradas sdo muito altas quando as comparamos com as praticadas em outros
lugares do mundo, como se observa no exemplo a seguir (Figura 11) dos juros do cartdo de crédito

rotativo:

Figura 11 — Crédito Rotativo
JURODS ANUAIS DO GARTAD DE CREDITD ROTATIVO:

O oMo UMD 10%

O suas 15%

O mixico 24%

O cHilE 28%

O vimczuELa 285

O ARGEMTIMA kL

O rERu aix

0 coLdmMElA 2%
O BmasiL

379%

FONTE: Livro Aberto — Educagio Financeira.

P Aporiagha Axralvion e (S 0 s s (otret

Reflita como estas taxas influenciam a vida dos brasileiros. Pesquise, no portal do Banco Central do

Brasil, as taxas de juros cobradas pelos principais bancos brasileiros para diferentes modalidades de
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crédito. Busque elementos para fundamentar por que a promoc¢ao de uma educacao financeira critica pode

contribuir na melhoria da vida dos cidaddos.

E por fim, apresenta-se uma outra possibilidade de atividade de modelagem financeira

a partir da interpretacdo de uma situag@o do cotidiano.

Nesta atividade, ¢ importante buscar o entendimento das defini¢des financeiras e da

utilizagdo das taxas corretas e da diferenciagdo entre os casos de anuidades ¢ amortizagoes.

A modelagem fica a cargo do leitor e consiste na andlise de uma fatura de cartdo de
crédito por meio da elaboracdo de um conjunto de perguntas possiveis a partir das situacdes
financeiras apresentadas e suas respectivas respostas fundamentadas nas definigdes e nos
calculos financeiros. Na fatura, a sigla CET refere-se ao Custo Efetivo Total de uma operacao

bancaria.
Os dados seguem, conforme a Tabela 6 a seguir:

Tabela 6 — Fatura de cartio de crédito

Resumo da fatura em RS

Total da fatura anterior 577,90

Pagamento efetuado em 06/10/2022 -577.90
© Saldo financiado 0,00

® Langamentos atuais 217,24

© Total desta fatura 217,24

Limite total de crédito 61.790,00
0 total da sua fatura é: Com vencimento em: Limite utilizado no més 433,54

Disponivel para saque no Brasil 1.000,00
R$ 217,24 06/11/2022 Disponivel para saque no exterior 7.000,00

J
Preparamos para vocé outras opgdes para pagamento da sua fatura:
Pagamento minimo: Parcelas fixas:
RS 32,59 RS 23,87
+23x RS 23,87




66

Encargos cobrados nesta fatura

Juros do rotativo 12,92% 9,00 Pagamento total: é sempre a melhor opgao porgue ndo ha cobranca de juros.

Juros de mora 1,00 % am 0,00

Multa por atraso 2,00% 0,00

IOF de financiamento (0,38 % +0,00820 % a.d.) 0,00 Pagamento minimo: vocé pode pagar o valor indicado no box cu um valer entre o valor indicado no box e o valor
total da fatura e financiar o saldo restante pelo crédito rotativo. O saldo serd cobrado na fatura seguinte com

Fique atento aos encargos para o préximo encargos (juros + I0F). Consulte a taxa aplicdvel ¢ o CET antes da contratagdo.

periodo (06/11a05/12)

Parcelas fixas: vocé pode parcelar sua fatura em parcelas fixas, conforme op¢Bes ofertadas. Para contratar, vocé
precisa pagar o exato valor indicado até a data de vencimento da opgio de parcelamento que vocé escother. Este
parcelamento inclui somente o valor total da fatura no momento da contratacao e as demais transagdes serao

Juros Maximos do contrato  12,50%am 319,14 %aa

Pagamento minim fatur langadas normalmente nas faturas sequintes. As parcelas utilizardo o seu limite e vamos liberé-lo apés o pagamento
Valor da fatura atual 217,24 B
Juros maximos do contrato 12,50%am 319,14% aa pa :
Encargos em caso de pgto. minimo (R$) 23,08
CET do financiamentodafatura_13,13%am ___ 34841%aa Atraso: se vocé ndo pagar a fatura, ndo contratar um parcelamento de parcelas fixas ou pagar um vaior menor que
% do total : 4 1 5 .

Valor emR$ B tada o pagamento minimo até a data de vencimento, vocé estara em atraso e vamos te cobrar juros e encargos como (i)
Valor total financiado 184,65 100,00 % juros remuneratérios indicados na fatura como “juros maximo de financiamento” + juros moratorios de 1% ao més
Valor do IOF 115 capitalizados diariamente computados desde de data do vencimento até a data do pagamento, (i) multa de 2%
Valor total a pagar 208,88 Sy

sobre os valores em aberto e {iii) impostos.

Parcelamento do saldo do cartdo: se disponivel, vocé pode contratar este parcelamento que é composto pelo (3

Parcelas fixas desta fatura total da fatura atual, (i) valor tatal dos parcelamentes de fatura e crédito pessoal contratados sem seguro e (iii)

Valor da fatura atual 217,24 i
Juros do parcelamento 10,70 % am 244,45% aa compras parcelas com e sem juros.
CET do parc 11,72%am 285,12 % aa
9% do total

Valor em R$ financiado
Valor total financiado® 224,69 100,00%
Total a financiar (1) 217,24 96,68 %
Valor do IOF (2) 6,26 332%
Valor total a pagar 572,88

(*) O valor total financiado é composto pela soma dositens 1 e 2.

FONTE: Acervo do autor (elaboracdo propria).

Em uma atividade de investiga¢do financeira como esta, ¢ oportuno que se utilizem,

paralelamente as féormulas, Planilhas e Calculadoras, de maneira a se explorar, cuidadosamente,

estas tecnologias, apontando para os seus beneficios e detalhando as suas formas de utilizagao

associadas as estratégias de calculo aplicadas aos temas estudados.

Van de Walle (2009, p.130-132) defende que o uso das tecnologias traz muitos

beneficios a aprendizagem matematica, pois, no contexto escolar, elas:

a) Desenvolvem, consolidam e ampliam os conceitos matematicos.

b) Possuem diversas aplica¢des ao cotidiano dos alunos.

¢) Sao ferramentas adicionais para a resolucao de problemas e modelagens.

d) Podem despertar a curiosidade dos alunos, ampliando as possibilidades de simulagdo e
de analise de sensibilidade em relacao aos dados de um problema.

e) Impactam na realizag¢do de atividades matematicas com boa economia de tempo.

De fato, as praticas pedagdgicas devem ser atualizadas, na medida do possivel, para
refletirem as transformagdes sociais e tecnoldgicas, que, em alguns casos, materializam-se em

novas tecnologias disponiveis aos alunos.

Estas tecnologias podem auxiliar o professor a explorar as teorias matematicas de uma

maneira mais ampla, bem como podem melhor instigar a capacidade investigativa dos alunos.
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Desta forma, segue um detalhamento do Excel e da calculadora HP-12C, instrumentos
didaticos para a modelagem financeira, tendo, inclusive, importantes aplicagdes as atividades
propostas neste trabalho. As suas funcionalidades estao resumidas na Tabela 7:

Tabela 7 — Instrumentos didaticos na modelagem financeira

A HP-12C é uma calculadora com fungdes financeiras especificas e
pode ser util em atividades de modelagem.

O site a seguir ensina, de um modo pratico, as fungdes basicas da
HP-12C: <https://fazaconta.com/calculadora-hp-12c¢-online.htm>

Pode ser utilizada nos celulares através do aplicativo Touch Fin RPN
(Calculadora RPN financeira). As suas principais teclas financeiras
sdo: n, i, PV,PMT e FV, como detalhado a seguir:

a) nrefere-se ao prazo ou nimero de pagamentos;
ey ‘ b) i ¢ a taxa de juros no formato de porcentagem;
T L — c) PV éo Valor Presente ou Valor Atual;

. d) PMT ¢ o valor da prestacdo de uma série;

e) FV ¢ o Valor Futuro ou Montante.

Observagdo: a calculadora no modo END considera o modelo
postecipado e em BEGIN considera o modelo antecipado.

O Excel realiza célculos a partir de foérmulas financeiras que
operacionalizam os deslocamentos do valor do dinheiro no tempo,
considerando pagamentos e recebimentos com sinais contrarios.
Seguem algumas importantes féormulas:

a) = VP(taxa; per; pgto; [vf]; [tipo!3]) — retorna o Valor
Presente a partir de uma série de Pagamentos constantes
(PGTO) ou de um Valor Futuro (VF).
Excel b) = VF(taxa; nper; pgto; [vp]; [tipo]) — retorna o Valor
Futuro a partir de uma série de Pagamentos constantes
(PGTO) ou de um Valor Presente (VP).
¢) = PGTO(taxa; nper; vp; [vf]; [tipo]) — retorna o valor
dos Pagamentos constantes a partir de um Valor Presente
(VP) ou de um Valor Futuro (VF).
d) = NPER(taxa; pgto; vp; [vf]; [tipo]) — retorna o
Numero de periodos de uma série uniforme a partir de um
Valor Presente (VP) ou de um Valor Futuro (VF).

FONTE: Acervo do autor (elaboragao propria).

1.2.5 Educacao Financeira e Matematica Financeira na BNCC

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) ¢ o documento, de carater nacional, que
busca a normatizac¢ao ¢ a padronizac¢ao das aprendizagens a serem desenvolvidas pelos alunos
durante os seus nove anos de Ensino Fundamental e os trés anos de Ensino Médio. Neste
sentido, a BNCC busca detalhar um conjunto de competéncias a serem trabalhadas nas

diferentes disciplinas e etapas escolares. (grifos nossos)

13 Na varidvel tipo, deve-se inserir 0 para os modelos postecipados e 1 para os modelos antecipados.


https://fazaconta.com/calculadora-hp-12c-online.htm
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A Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional (LDB, Lein® 9.394/1996) estabeleceu

que “os curriculos da Educac¢ao Infantil, do Ensino Fundamental e do Ensino Médio deviam ter

uma base nacional comum.” (BRASIL, 2018, p.11, grifo do autor). Neste sentido, a necessidade

de formulagao da BNCC ja estava prevista no texto da LDB de 1996.

A LDB apresenta as seguintes finalidades para o Ensino Médio:

A consolidag@o e o aprofundamento dos conhecimentos adquiridos ao longo
do Ensino Fundamental, a preparacdo para o trabalho e o exercicio da
cidadania, o desenvolvimento da autonomia intelectual e do pensamento
critico e o entendimento mais aprofundado sobre as aplicagdes praticas das

teorias estudadas.” (BRASIL, 2018, p.464)

O PCN+ do Ensino Médio'* para as Ciéncias da Natureza, Matemadtica e suas

Tecnologias, documento anterior 8 BNCC, possui o seguinte destaque sobre o aprendizado da

Matematica no que tange a mobilizacdo de conhecimentos e habilidades em busca do pleno

exercicio da cidadania:

Aprender Matematica de uma forma contextualizada, integrada e relacionada
a outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de competéncias e
habilidades que sao essencialmente formadoras, a medida que
instrumentalizam e estruturam o pensamento do aluno, capacitando-o para
compreender e interpretar situagdes, para se apropriar de linguagens
especificas, argumentar, analisar e avaliar, tirar conclusdes proprias, tomar
decisdes, generalizar e para muitas outras agdes necessarias a sua formagao.

(BRASIL, 2002, p.111)

Analisando o contetido da BNCC, verifica-se a defini¢do de competéncia, aplicavel a

este normativo, por meio de um significado mais amplo e integrado: “refere-se a mobilizagao

de conhecimentos (conceitos e procedimentos), habilidades (praticas cognitivas e

socioemocionais), atitudes e valores para resolver demandas complexas da vida cotidiana, do

pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho.” (BRASIL, 2018, p.8, grifo nosso)

Esta definicdo de competéncia da BNCC alinha-se, em termos gerais, a perspectiva da

Modelagem Matematica no ambiente escolar.

14 PCN+ do Ensino Médio trata-se de um documento educacional, de natureza orientadora para os docentes,
apresentando foco no detalhamento dos Pardmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM),

documento publicado em 1999.
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O texto da BNCC destaca ainda o seguinte aspecto defendido na Constituicdo Federal

de 1988:

A educagido deve ser reconhecida como um direito fundamental dos cidaddos
brasileiros, devendo focalizar nas aprendizagens dos contetidos minimos, a
fim de que se atinjam os seguintes objetivos educacionais: o pleno
desenvolvimento da pessoa, o seu preparo para o exercicio da cidadania ¢ a

sua qualificaciio para o trabalho. (BRASIL, 2018, p.10, grifo nosso)

Ainda que pesem as desigualdades sociais e a diversidade cultural no Pais, a BNCC foi
concebida por meio de um pacto interfederativo para a uniformizagdo dos contetidos escolares
a serem abordados com énfase no desenvolvimento de uma maior capacidade analitico-critica

dos alunos.

Deste modo, na BNCC, envidaram-se esfor¢os para o atendimento de questdes centrais
da Constituicao sobre temas educacionais, o que se observa nos seus pressupostos pedagogicos

(BRASIL, 2018, p.13-14, grifos nossos):

I) Foco no desenvolvimento de competéncias — a explicitagdo das competéncias oferece
referéncias para o fortalecimento de agdes que assegurem as aprendizagens essenciais.
II) Compromisso com a educaciio integral — relaciona-se a construcao intencional de
processos educativos que promovam aprendizagens sintonizadas com as necessidades

e os interesses dos estudantes e, também, com os desafios da sociedade contemporanea.

Neste processo educativo, destaca-se: o que aprender, para que aprender, como ensinar,

como promover redes de aprendizagem colaborativa e como avaliar o aprendizado.

A BNCC sugere algumas agdes para a melhoria do trabalho do professor, que sdo
consistentes com os pressupostos de uma aula mediada pela Modelagem Matematica. Por

exemplo, podem-se citar (grifos nossos):

v" Contextualiza¢io dos componentes curriculares em associa¢do a certas estratégias
pedagodgicas, tais como: formas criativas de apresentacdo dos contetdos,
exemplificagdes com foco no enriquecimento conceitual e conexdes com a realidade
para melhor fixacdo dos temas e engajamento dos alunos.

v" Conducio de aulas com elementos motivacionais e de engajamento, colocando, em

pratica, situagdes e procedimentos do cotidiano na sala de aula.
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v’ Selegido, producio, aplicacio e avaliacio de recursos didaticos, incluindo os

tecnologicos para apoio do processo de ensino-aprendizagem

Convém ressaltar que as dez Competéncias Gerais da Educagdo Bdasica relacionadas na
BNCC, abrangendo “a construgdo de conhecimentos, o desenvolvimento de habilidades e a
formacdo de atitudes e valores”, estdo amparadas nos termos da LDB e, dentre estas
Competéncias (todas de mesma importancia), destacamos as seguintes (BRASIL, 2018, p.9,

grifos nossos):

a) Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem propria das
ciéncias, incluindo a investigagdo, a reflexdo, a andlise critica, a
imaginacdo e a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar
hipéteses, formular e resolver problemas e criar solugdes (inclusive

tecnologicas) com base nos conhecimentos das diferentes areas.

b) Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informagdo e
comunica¢do de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas
diversas praticas sociais (incluindo as escolares) para se comunicar,
acessar e disseminar informagdes, produzir conhecimentos, resolver

problemas e exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva.

A definicdo, a seguir, do Livro Aberto do IMPA para Educagdo Financeira em

Contextos Escolares (EFCE) encontra ainda respaldo na BNCC:

Abrange um processo educativo complexo, desenvolvido a partir de um
conjunto de estratégias direcionadas ao ambiente escolar, considerando
diversos aspectos: matematicos, nao matematicos, didaticos e

multidisciplinares.” (IMPA, 2020, p.1).

Conforme IMPA (2020, grifo nosso), o Livro Aberto possui a seguinte justificativa para
a inclusdo de um curriculo mais consistente e transdisciplinar no que se refere a Educacao
Financeira: ¢ importante que os educadores matematicos percebam que, cada vez mais, estamos
imersos, diariamente, em diferentes situacoes financeiras e econdémicas que englobam
consumo, poupanca € investimentos, as quais se conectam com as nossas analises preliminares
e escolhas.

Neste sentido, os professores que ensinam matematica tém sido desafiados a gerarem

conteudos que produzam conexoes didaticas com a Educacdo Basica por meio do ensino de
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matematica, convidando os estudantes a refletirem sobre possiveis consequéncias de suas
decisoes em relacao as suas demandas e necessidades.

Hé convergéncia entre varios elementos teoricos da Modelagem Matematica (ou mais
especificamente da Matematica Financeira em um ambiente de modelagem) e os apresentados
na BNCC, analisando, por exemplo, a moderna e pragmatica definicao de Barbosa (2001, p.6,
grifo nosso): “Modelagem ¢ um ambiente de aprendizagem no qual os alunos s3o convidados
a indagar e/ou investigar, por meio da matematica, situagdes oriundas de outras areas da
realidade.”

Do ponto de vista da organiza¢do do seu conteudo, a BNCC elenca as aprendizagens
basicas e as expressa por meio de codigos alfanuméricos identificadores de competéncias com
recorte por disciplina e etapa escolar, agregando um conjunto de conhecimentos considerados

essenciais. Segue, na Figura 12, a exemplificagdo de um coédigo identificador:

Figura 12 — Exemplo de cédigo identificador competéncia

B B [
Ensino Médio j

FONTE: BRASIL, 2018.

Para BNCC, destacamos as seguintes habilidades para a Matematica Financeira,
Educacdo Financeira e temas matematicos relacionados, que requerem dos atuais professores

novas competéncias financeiras e tecnologicas:

e (EFO7MAO02) Resolver e elaborar problemas que envolvam porcentagens, como os que lidam com
acréscimos e decréscimos simples, utilizando estratégias pessoais, calculo mental e calculadora, no
contexto de educac¢do financeira, entre outros.

o (EFO09MAO0S5) Resolver e elaborar problemas que envolvam porcentagens, com a ideia de aplicagio
de percentuais sucessivos e a determinagdo das taxas percentuais, preferencialmente com o uso de

tecnologias digitais, no contexto da educacao financeira.

o (EM13MATI104) Interpretar taxas e indices de natureza socioecondmica (indice de desenvolvimento
humano, taxas de inflacdo, entre outros), investigando os processos de calculo desses nimeros, para

analisar criticamente a realidade e produzir argumentos.
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e (EM13MAT203) Aplicar conceitos matematicos no planejamento, na execucao e na analise de agdes
envolvendo a utilizagdo de aplicativos e a criagdo de planilhas (para o controle de or¢amento familiar,

simuladores de calculos de juros simples ¢ compostos, entre outros), para tomar decisdes.

o (EM13MAT303) Interpretar e comparar situagdes que envolvam juros simples com as que envolvem
juros compostos, por meio de representagdes graficas ou analise de planilhas, destacando o

crescimento linear ou exponencial de cada caso.

o (EM13MAT304) Resolver e elaborar problemas com fungdes exponenciais nos quais seja necessario
compreender e interpretar a variagao das grandezas envolvidas, em contextos como o da Matematica
Financeira, entre outros.

o (EM13MAT305) Resolver e elaborar problemas com fungdes logaritmicas nos quais seja necessario
compreender e interpretar a variagdo das grandezas envolvidas, em contextos como os de abalos

sismicos, pH, radioatividade, Matematica Financeira, entre outros.

e (EMI13MAT507) Identificar e associar Progressdes Aritméticas (PA) a fungdes afins de dominios

discretos, para analise de propriedades, deducdo de algumas férmulas e resolugdo de problemas.

o (EMI13MATS508) Identificar e associar Progressdes Geométricas (PG) a fungdes exponenciais de

dominios discretos, para analise de propriedades, dedug¢do de algumas férmulas e resolugdo de

problemas.

E importante ressaltar que a maior parte destas habilidades financeiras foi explorada
com o desenvolvimento tedrico deste trabalho no que tange a Matematica Financeira na
perspectiva da modelagem. Dentre as habilidades mencionadas, destacam-se as dos seguintes

codigos identificadores: EM13MAT203; EM13MAT303; EM13MAT304; e EM13MAT305.

Assim, neste desenvolvimento tedrico, houve uma sistematizacao destas habilidades por
meio de algumas aplicagdes conceituais e consolidacao através de uma abordagem critico-

reflexiva.
As habilidades financeiras apontadas buscam a instrumentalizag¢ao para:

a) Interpretacdo de situacdes que envolvam os Fatores de Correcdo, bem como a
caracterizacgdo e a diferenciagdo dos regimes de capitalizagdo simples e composta.

b) Enfase nas aplicagdes da Matematica Financeira, inclusive com auxilio de tecnologias
digitais.

c) Estimulo a argumentagdo com base em conceitos financeiros.

d) Andlise critica da realidade e de situagdes econdmicas e sociais em geral.

Embora o trabalho do professor ndo esteja circunscrito ao treinamento para a realizagao

de exames, tendo um papel mais amplo, faremos uma andlise sobre um conjunto de questdes
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de Matematica Financeira atuais para verificar o nivel de aderéncia das avaliagdes nacionais as

competéncias financeiras apresentadas.

Esta analise objetiva a verificagdo, em termos gerais, dos novos desafios trazidos pela

BNCC para professores e alunos.

Seguem algumas questdes selecionadas de exames recentes com as suas solugdes

simplificadas e com a andlise pelas habilidades financeiras das BNCC apresentadas nesta parte

do trabalho:

UERJ — 1° Exame de Qualificacdo - 2016

Questdo 27. Um indice de inflacdo de 25% (em um determinado periodo de tempo) indica que, em média,
os precos aumentaram 25% nesse periodo. Um trabalhador que antes podia comprar uma quantidade X de
produtos, com a inflacdo e sem aumento salarial, s6 poderd comprar agora uma quantidade Y dos mesmos
produtos, sendo Y < X. Com a inflacdo de 25%, a perda do poder de compra desse trabalhador ¢ de:

(A) 20% (B) 30% (C) 50% (D) 80%
Com o Salério S, um trabalhador adquire X produtos. que t€m um preco P; sem reajuste salarial, s6 pode
adquirir Y produtos (Y < X), ja que a inflagdo aumentou os precos para 1,25 P.

4
S=P.X=(P+025P).Y e P.X=(125).P.Y oY= (g)Xc)

4
eY= (g)xz (80%).X & X — Y = (20%).X

Logo, a perda foi de 20%.

RESPOSTA: “A” (HABILIDADES FINANCEIRAS - BNCC: EF09MAO05 / EM13MAT104)

ENEM 2017

QUESTAO 136

Um empréstimo foi feito a4 taxa mensal de i% , usando
juros compostos, em oito parcelas fixas e iguais a P.

O devedor tem a possibilidade de quitar a divida
antecipadamente a qualquer momento, pagando
para isso o valor atual das parcelas ainda a pagar.
Apbs pagar a 5 parcela, resolve quitar a divida no ato
de pagar a 67 parcela

A expressao que cormesponde ao valor total pago pela
quitagao do empréstimo é

! 1 1 '
| YO 1 1 1

rl) ey ey e 2y (e
| Mg (g %500’ 700’ 700"
. 1 1 |. 4 1 1
@ P|1+——+ P R, N —
G-ty deiny (s @+t P [+ Ly
L 100 100 (""" 700 100 100
e P|1+ 1,‘ gz 1j r
[ (“ﬁf (Lm}z
O Valor para Quitagdo é o Valor Presente (VP):
P P 1 1
VP =P+ — + —__=P.|1+ — + —
14— a 14— i
( 100) (1 + 100) ( 100) (1 + 100)

RESPOSTA: “A” (HABILIDADES FINANCEIRAS — BNCC: EF09MA05 / EM13MATS508)




ENEM 2018

QUESTAO 165

Um contrato de empréstimo prevé que quando uma
parcela é paga de forma antecipada, conceder-se-a uma
redugdo de juros de acordo com o periodo de antecipagao.
Nesse caso, paga-se o valor presente, que é o valor,
naquele momento, de uma quantia que deveria ser paga
em uma data futura. Um valor presente P submetido a
juros compostos com taxa i, por um periodo de tempo n,
produz um valor futuro V determinado pela formula

Em um contrato de empréstimo com sessenta
parcelas fixas mensais, de R$ 820,00, a uma taxa de
juros de 1,32% ao més, junto com a trigésima parcela
sera paga antecipadamente uma outra parcela, desde
que o desconto seja superior a 25% do valor da parcela.

& : . 4

Utilize 0,2877 como aproximagao para In (—) e
0,0131 como aproximacéo para In (1,0132). 3
A prnimeira das parcelas que podera ser antecipada junto

V=P.(1+i)° coma3dRréa
Q 562
® 55
® 52z
® 512
Q 45
P _ P
(1+1,32%)"  (1,0132)"
D=p———P > (25%).p = (0,75).p > ———
P~ Dotz > BP0 p e Q7). >mrmn e

4 4
© (10132)" > - & In (1,0132)" > In (g) o

4
& n.n(1,0132) > In (5) =0,2877

=0,0131

0,2877
©n.(0,0131) > 0,2877 @ n >

0,0131

=2196 ©n > 22

A primeira das parcelas que podera ser antecipa junto com a 30° é a parcela de nimero: 30 + 22 = 52.

RESPOSTA: “C” (HABILIDADES FINANCEIRAS — BNCC: EM13MAT304 / EM13MAT305)

FUVEST 2018 — 1? Fase

Questio 31. Maria quer comprar uma TV que esta sendo vendida por R$ 1.500,00 a vista ou em 3 parcelas
mensais “sem juros” de R$ 500,00. O dinheiro que Maria reservou para essa compra ndo ¢ suficiente para
pagar a vista, mas descobriu que o banco oferece uma aplicagdo financeira que rende 1% ao més. Apos fazer
os calculos, Maria concluiu que, se pagar a primeira parcela e, no mesmo dia, aplicar a quantia restante,
conseguira pagar as duas parcelas que faltam sem ter que colocar nem tirar um centavo sequer. Quanto
Maria reservou para essa compra, em reais?

(A) 1.450,20 (B) 1.480,20 (C) 1.485,20 (D) 1.495,20 (E) 1.490,20
12 Parcela = R$ 500,00 — sobram (x — 500)
22 Parcela = R$500,00 — sobram (x — 500).(1,01) — 500 = (1,01).x — 1005
32 Parcela = R$ 500,00 — [(1,01).x — 1005]. (1,01) — 500 = 0
1515,05
(1,01)%.x = 1515,05 © 1,0201.x = 1515,05 @ x = 10201 = 1485,20

RESPOSTA: “C” (HABILIDADES FINANCEIRAS — BNCC: EF09MAO05 / EM13MAT303)
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ENEM 2021

Questao 165 ‘enemzozr Para atender ao seu planejamento, o nimero de meses
Um casal decidiuaplicaremumfundo deinvestimentos  determinado pelo casal é

que tem uma taxa de rendimento de 0,8% ao més, num

regime de capitalizagdo composta. O 156.

O valor final F a ser resgatado, depois de n meses, a

uma taxa de rendimento mensal x, é dado pela expressdo O 125.
algébrica F = C(1 + x)", em que C representa o capital ® 100.
inicial aplicado.

O casal planeja manter a aplicagdo pelo tempo ® 10.
necessario para que o capital inicial de R$ 100 000,00 6 15

duplique, sem outros depositos ou retiradas.

Fazendo uso da tabela, o casal pode determinar esse
numero de meses.

Y Log Y
1,008 0,003
1,08 0,03
1.8 0,20

0,30
3 0,47

200.000 = 100.000.(1+ 0,8%)" & 2 = (1,008)"
© Log (2) = Log (1,008)"  n.Log (1,008) = Log (2) &
Log (2) 0,3

(=4 = =
"= Log (1,008) _ 0,003

=100

RESPOSTA: “C” (HABILIDADES FINANCEIRAS - BNCC: EM13MAT304 / EM13MAT305)

UERJ — Exame Unico de Qualificaciio — 2022

Questdo 24. Em uma revendedora, uma motocicleta custa a vista R$ 10.404,00. Esse valor também pode
ser pago a prazo, sem juros, em duas parcelas de R$ 5.202,00, sendo a primeira um més ap6s a compra ¢ a
segunda dois meses apds a compra. Um comprador tem o valor de R$ 10.404,00 em uma aplicagdo que
rende juros de 2% ao més. Ele decide manter esse valor aplicado e, ao final do primeiro més, retira apenas
R$ 5.202,00 para pagar a primeira parcela. Um més depois retira R$ 5.202,00 e faz o pagamento da segunda
parcela. Isso equivale a ter um desconto no ato da compra. Esse desconto, em percentual, estd mais proximo
de:

(A) 3,0% (B) 3,5% (C) 4,0% (D) 4,5%

I = (10.404).1%0 = 208,08 = M, = 10.612,08
S, = 10.612,08 — 5.202,00 = 5.410,08
Jo = (5.410,08).% = 108,20 = M, = 5.518,28
S, = 5.518,28 — 5.202,00 = 316,28

316,28 316,28
= = 304
(1,02)2 (1,0404)

Dois meses antes, esse valor € equivalente a:
304

RESPOSTA: “A” (HABILIDADES FINANCEIRAS - BNCC: EF09MAO05 / EM13MAT303)

Analisando estas seis questdes e as suas resolugdes, concluimos que ha uma priorizagao
na interpretacdo das situagdes financeiras apresentadas. Neste sentido, a “aplicacdo mecanica”

das formulas ndo ¢ suficiente para a resolucdo das questdes dos exames selecionados.
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Ha ainda questdes que ilustram algumas possiveis atividades de modelagem que
poderiam ser desenvolvidas e até mesmo ampliadas em sala de aula. Em todas as questdes,
destaca-se, ao menos, uma das habilidades da BNCC.

O conceito de inflagdo, que € poucas vezes trabalhado no Ensino Médio, esteve presente
em uma questao.

Nas atividades analisadas, que se alinham a BNCC, verifica-se a importancia do
dominio das fun¢des exponenciais e logaritmicas.

As resolugdes apresentadas corroboram o que afirma Ilydio (2012) sobre o dominio de
conceitos basicos de: (1) fatores de correcdo e (2) valor do dinheiro no tempo para solucao de
uma grande variedade de questdes de Matematica Financeira.

Portanto, conforme esta analise, pode-se dizer que a BNCC traz novos desafios aos
alunos e aos professores de Matematica, haja vista que prioriza habilidades pouco exploradas
em um contexto anterior a BNCC.

Além disto, este trabalho aponta que ha algum tempo as Licenciaturas em Matematica

necessitam de reforgo curricular em relacao ao conteudo de Matematica Financeira.
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2 OFICINA DE MATEMATICA FINANCEIRA

2.1 Aspectos preparatorios e metodolégicos da Oficina

Desenvolveu-se uma Oficina (na modalidade remota) para a analise de factibilidade da
proposta metodologica deste trabalho, sendo conduzida no IFRJ de Paracambi em 24/01/2022
em duas turmas reunidas de Licenciatura em Matematica do Professor Moisés Ceni. Este
desenvolvimento de atividade remota por meio da plataforma Google Meet justificou-se em
decorréncia das restrigdes impostas pela Pandemia de Covid-19. O detalhamento completo
desta Oficina encontra-se nos APENDICES C e D deste trabalho.

Metodologicamente, esta pesquisa, além do desenvolvimento e observagdo da Oficina,
contou ainda com a aplicagdo de dois questionarios, ambos gerados na plataforma Google
Forms: um prévio a Oficina e outro posterior para a analise dos conhecimentos dos licenciandos
sobre o assunto de Matematica Financeira, bem como para avaliar o impacto da Oficina sobre
os seus conhecimentos.

Nestes questiondrios, buscou-se a investigar também os conceitos e as percepgdes dos
alunos sobre o papel da Matematica Financeira Critica no contexto educacional e a importancia
da Modelagem Matematica, enquanto metodologia mediadora para a aplicagdo de atividades de
Matematica Financeira.

Assim, buscou-se, com este conjunto de atividades, observar certas inferéncias que
possam colaborar com os objetivos desta pesquisa.

Deve-se ressaltar que, na Licenciatura em Matematica do IFRJ — Campus Paracambi,
ha uma disciplina obrigatéria, denominada “Educa¢do Matematica Financeira”, sendo
apresentada em um curso com carga horaria de 54 horas (40 horas teoricas e 14 horas de praticas

profissionais) para o 8° periodo de uma graduacao de 4 anos.

TITULO DA OFICINA no IFRJ: Modelando em Matemética Financeira: Uma Perspectiva

Critica
A oficina foi aplicada em duas aulas com 2 horas de duracao cada uma e dividida em
trés partes da seguinte forma:
v" PARTE 1: Juros Simples e Compostos / Taxas Equivalentes
v" PARTE 2: Rendas Certas / Praticando com Excel
v' PARTE 3: Modelando a compra de um automovel por diferentes vias: Financiamento e

Investimentos
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Na parte 1, apresentaram-se os conceitos introdutdrios sobre juros, a questdo das trocas
intertemporais e o significado dos valores presente e futuro e os fatores de conversdo
associados.

Ressaltou-se que os Juros Compostos sao os juros aplicdveis ao nosso dia a dia,
enquanto os Juros Simples representam um modelo tedrico aplicavel a situacdes restritas na
vida real. Assim, buscou-se focar no significado e no desenvolvimento das formulas de
capitalizagdo composta.

O conceito de taxas equivalentes foi desenvolvido a partir da formula dos juros
compostos, destacando-se as diferengas conceituais entre as taxas equivalentes e as
proporcionais. Oportunamente e dentro do contexto das taxas equivalentes, introduziu-se ainda
o conceito de taxas de inflacgao.

Em relacdo a parte 2, apresentaram-se questdes conceituais sobre a tematica de Rendas
Certas, desenvolvendo-se as formulas de valor presente, valor futuro e das rendas ou
pagamentos fixos a partir do relacionamento deste contetido com o da soma dos termos de uma
PG, conforme uma estratégia de integracao dos contetdos matematicos.

E importante destacar que estas formulas foram ainda apresentadas e manipuladas no
Excel, sendo feito um tutorial de Excel para os alunos. Discutiram-se também 3 exercicios de
aplicagdo. Na Oficina, foram observados dois alunos em uma faixa etaria superior a média da
turma e que nunca tiveram contato com planilhas em Excel.

Na parte 3, realizou-se a seguinte proposta de modelagem para a Compra de um
Automével, o que ¢ convergente com a promog¢ao do pensamento autdbnomo e a apresentagao
de temas do cotidiano aos alunos:

a) Foi feita uma divisao das turmas em dois ou trés grupos para aplicagdo de uma atividade
de modelagem para o financiamento de um automoével popular e para a analise de
investimentos financeiros com foco nesta aquisigao.

b) Os alunos buscaram informagdes na Internet, em bancos e em financeiras com o objetivo
de trazer dados conectados com a realidade.

c) Estudou-se sobre os investimentos bancarios e buscou-se informagdes sobre a poupanca
e o CDB, entre outros investimentos, para a analise financeira.

d) Conduziu-se um estudo sobre o financiamento de um automovel nos bancos,
comparando-o com certos tipos de investimentos bancarios de R$ 1.000,00 por més.

e) Analisaram-se as opg¢des de compra de um automovel: a) 100% financiado; b) 50%
financiado; e c¢) comprado com todo o investimento realizado, considerando os

principais aspectos qualitativos e/ou quantitativos envolvidos.



79

f) Elaborou-se uma planilha para o resumo dos dados julgados necessarios para a
Modelagem.

g) Os grupos tiveram o intervalo de uma semana entre as aulas e ainda contaram com 30
minutos da segunda aula para realizarem esta atividade de modelagem financeira, a fim
de que pudessem apresentar os principais numeros € as conclusdes que julgassem

pertinentes.

Com esta atividade, busca-se que os alunos traduzam esta situagao real para a linguagem
matematica, a fim de que sustentem a suas tomadas de decisdo em argumentos matematicos,
conforme uma abordagem critica e reflexiva.

“A BNCC destaca o raciocinio, a representacdo, a comunicagao, a argumentacao como
processos de aprendizagem ricos para o desenvolvimento de competéncias para o Letramento
Matematico'*, alvo educacional do Ensino Fundamental.” (BRASIL, 2018, p.266, grifo nosso)

A utilizacdo de tecnologias digitais ¢ um ponto de destaque na BNCC, haja vista as suas
aplicagdes nas atividades de modelagem, especialmente no que se refere a validacdo de
resultados e ao aprimoramento de resolugdes. Por conta destes importantes aspectos, optou-se
pela utiliza¢do de ferramentas tecnologicas durante a condugdo da Oficina.

Esta atividade realizada com os licenciandos focou na real aplicabilidade das
ferramentas de Matematica Financeira (férmulas, planilhas, etc.) e no estimulo a argumentagao
por meio da base tedrica da Matematica.

Conforme o APENDICE C, segue um exemplo de modelo representado na Oficina
(diagrama financeiro), que pode ser entendido como Modelo Matematico dentro do contexto

e da finalidade para o qual foi elaborado, de acordo com a Figura 13 a seguir:

Figura 13 — Diagrama financeiro

(1)VALOR A VISTA.
(2)VALOR DA ENTRADA.

A=(1)-(2)
=’{B= +(4) +(5)

(5)CUSTOS BANCARIOS.

FONTE: Acervo do autor (elaboragdo propria).

15 “Entende-se Letramento Matematico como a capacidade individual de formular, empregar e interpretar a
matematica em uma variedade de contextos. Isso inclui raciocinar matematicamente e utilizar conceitos,
procedimentos, fatos e ferramentas matematicas para descrever, explicar e predizer fendmenos. Isso auxilia os
individuos a reconhecer o papel que a matematica exerce no mundo e para que cidaddos construtivos, engajados e
reflexivos possam fazer julgamentos bem fundamentados e tomar as decisdes necessarias.” (PISA, 2012, apud
BRASIL, 2018, p.266)
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Assim, faz-se a ressalva de que a constru¢do de Modelos Matematicos ¢ uma atividade
especifica para cada atividade de modelagem desenvolvida, podendo haver sempre
simplificagdes e/ou introdugdo de novas variaveis.

A titulo de exemplificagdo e destacando ndo haver necessidade de replicacdo desta

planilha, apresentou-se, na Oficina, a seguinte andlise financeira na Figura 14:

Figura 14 — Planilha de analise financeira

ESTUDO COMPRA FINANCIADA AUTOMOVEL
RENAULT KWID NOVO NA COR BRANCA
BANCO ITAU
PREGO A VISTA RS 51990,00

[ ENTRADA 10% RS 5199,00 |

Mensais | Prestacdo | Reg. Contrato 1OF Valor Financiado |Total a Pagar |J mensal |J anual |[CET mensal |CET anual
36

174192 175,80 1455,13 4848989 67908,12 1,45 18,86 1,68 22,12
48 1436.75 175,80 1515,77 48558,68 74163,00 1,52 19,84 1,71 2258
60 1254,86 175,80 1551,07 48601.18 20490,60 1.55 20,77 1.72 22,65

| ENTRADA 20% RS 10398,00 |

Pr G Reg. C 1OF Valor Financiado [Total a Pagar |J mensal |J anual [CET mensal |CET anual
36 153860 175,80 1293,03 43121,20 B5787,60 1,41 18,30 1,64 21,57
48 1286,99 175,80 1346,98 43182 37 7119912 1,48 19,28 1,67 22,02
60 110442 175,80 1378,41 43220, 21 76663,20 1,51 19,70 1.68 22,08

[ ENTRADA 30% RS 15587,00 ]

Mensais | Prestacdo | Reg. Contrato I1OF Valor Financiado |Total a Pagar |J mensal |J anual |[CET mensal |CET anual
36 1335,64 175,80 1130.96 37752,53 B3680,04 1,36 17.60 1,59 20,88
48 109463 175,80 1177.98 37805,85 68139,24 142 18,44 1,61 21,17
60 954 41 175,80 1205.76 37B39.26 72861,60 1,46 19,00 1,63 21,37

FONTE: Acervo do autor (elaboragdo propria).

\

Em relagdo a planilha anterior, focalizou-se na situacdo de Entrada de 30% e
financiamento em 36 meses, a partir da qual temos:

= Entrada de 30% de R$ 51.990,00 = R$ 15.597,00

= A =51.990,00 - 15.597,00 = R$ 36.393,00

= B = (IOF + Reg. Contrato) + Extras =1.306,76 + Extras = R$ 1.359,53

= A+ B = Valor total financiado = R$ 37.752,53

= Taxas equivalentes: J mensal = 1,36% a.m. < J anual =17,60% a.a.

= CET (Custo Efetivo Total) mensal = 1,59% a.m. & CET anual =20,88% a.a.

= Valor total financiado = R$ 37.752,53 (VP)

= Juros cobrados (1%) = 1,36% a.m. (36 meses)

Para equivaléncia entre as taxas mensal e anual, a seguinte relagcdo ¢ importante:
L+ im)?= (I+i) =in="YA+i)—1

Com esta Oficina, desenvolveram-se tematicas centrais da Matematica Financeira sob

uma perspectiva investigativa, que ¢ proporcionada pela Modelagem Matematica.
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Assim, nesta Oficina, trabalharam-se os seguintes conceitos-chave da Matematica
Financeira:

I) Utilizagdo de Fatores de Corregdo: para Valor Futuro (1 + i)™ e para Valor Presente
(1 + i)™ nos sistemas de capitalizagdo composta (regra geral).

II) Entendimento do valor do dinheiro no tempo e dos deslocamentos dos fluxos
financeiros.

IIT) Aplicacdo das equivaléncias de capitais com manipulacao de expoentes, incluindo os
fracionarios e/ou negativos.

IV)Reconhecimento de situagdes financeiras que abrangem séries de Capitais, bem como

interpretagdo e aplicacao correta das formulas delas decorrentes.

Morgado et al. (2015) afirmam que os livros de Matematica Financeira, de modo geral,
trazem muitos conceitos e particularizagdes de formulas que poderiam ser sintetizados por um
tratamento mais geral e focado nos temas essenciais da Matematica Financeira.

Ilydio S4 (2012) corrobora esse argumento, afirmando que as atividades de Matematica
Financeira se fundamentam apenas em dois conceitos basicos: (1) fatores de correcao e (2) valor
do dinheiro no tempo. Para ele, basta um aluno dominar estes dois conceitos para estar apto a
resolver os exercicios e modelagens de Matematica Financeira.

Assim, a Oficina buscou proporcionar este tipo de tratamento na sua concepgao e
aplicacdo, ou seja, ela foi desenvolvida para a exploracdo dos conceitos basicos da Matematica
Financeira por meio de uma apresentagao teodrica para viabilizacdo da parte pratica da Oficina.

Neste sentido, buscou-se o desenvolvimento de competéncias e de habilidades
financeiras e também das relacionadas a Matematica de uma maneira geral. Isto porque, com a
Modelagem, os professores intencionam o desenvolvimento das capacidades interpretativa e
argumentativa e da autonomia intelectual dos alunos.

A Matematica Financeira foi apresentada aos alunos, de forma integrada, com o recurso
do Excel, sendo ilustradas desde formulas basicas até formulas financeiras customizadas. Ainda
no contexto das tecnologias digitais, estimulou-se a busca por informagdes sobre economia e
financas na internet para a realizacdo da atividade de modelagem.

A aplicagcdo da Modelagem como metodologia para o Ensino Basico proporciona um
aumento das oportunidades de mediacdo do ensino pelas vias tecnoldgicas (planilhas,
calculadoras e aplicativos) e impacta tanto na melhoria do dominio sobre as ferramentas
tecnoldgicas como no desenvolvimento de novas e mais eficientes estratégias de calculos e

modelagens a partir destas tecnologias.
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Observando a dindmica de uma atividade de Modelagem Matematica, optou-se por nao
trazer um resumo estruturado ou uma cartilha sobre investimentos, especialmente sobre a
Poupanca e o CDB, haja vista que o desenvolvimento da autonomia intelectual e do “espirito
investigativo” dos alunos ¢ um dos objetivos deste tipo de atividade. A busca de dados e
informagdes por parte dos alunos sdo essenciais nesta metodologia. Todavia, na observacgao da
atividade, constatou-se que o engajamento dos estudantes com a tematica de investimentos foi
baixo e, por exemplo, poucos alunos trouxeram informagdes sobre CDB.

Ainda que pesem os aspectos didaticos da Modelagem que ressaltam a busca de dados
e de informagdes para uma abordagem integral da atividade, caso o professor entenda ser
oportuna a apresentacdo de uma cartilha de investimentos para focalizar os aspectos econdmico-
financeiros mais relevantes para a Matematica Financeira, o docente pode apresenta-la. A titulo
de exemplificacdo e de sugestdo pedagdgica, elaborarmos uma cartilha com base no livro de

Planejamento financeiro pessoal — Colecdo TOP (CVM; PLANEJAR, 2019):

E importante destacar que ndo existe investimento sem risco, de modo que uma
ou mais modalidades de risco se apresentam em um produto de investimento
em maior ou menor escala. O risco estd ligado a questdo da rentabilidade, pois,
na tentativa de se ganhar mais, o investidor devera estar disposto a correr mais
riscos.

Outro aspecto importante dos investimentos ¢ a liquidez, isto ¢, a sua
capacidade de transformar o capital investido em caixa ou em recursos
disponiveis, a qualquer tempo, por um preco justo (preco observado no
mercado).

Os imoveis sdo um exemplo classico de ativos de baixa liquidez, enquanto os
titulos publicos atrelados a taxa Selic (Letras Financeiras do Tesouro) sdo
exemplos de ativos de liquidez elevada.

Essencialmente, os tipos de risco subdividem-se em: de crédito, de mercado e
de liquidez.

O risco de crédito estd relacionado a possiveis perdas provenientes da
incapacidade financeira de o emissor de um titulo de divida (tomador de
recursos) honrar os seus compromissos, deixando de pagar os juros e/ou o
capital em divida. Esta presente, em maior ou menor escala, em todos os titulos
de crédito ou de divida, conhecidos como titulos de renda fixa. Ao adquirir um
CDB (Certificado de Depdsito Bancario) ou uma Letra de Crédito Imobiliario
(LCI), por exemplo, o investidor corre o risco do banco emissor.

O risco de mercado se caracteriza pela oscilagdo no preco ou no valor de
mercado de titulos e valores mobilidrios, gerando perdas ou ganhos ao

investidor. As condi¢cdes macroecondmicas podem alterar as taxas de juros, a
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taxa de cambio, o preco das commodities e, assim, influenciar, positiva ou
negativamente, os pregos dos ativos financeiros no mercado.

O risco de liquidez esta associado a capacidade de comprar/vender um titulo
sem afetar substancialmente o prego. O risco de liquidez surge quando o
investidor ndo consegue concretizar uma negociacdo pelo prego justo ou de
mercado, em razdo de a operacdo exceder ao volume geralmente negociado
naquele periodo.

Os instrumentos de renda fixa sdo os titulos representativos de emissdao de
divida publica (titulos publicos federais) ou de divida privada (empresas
financeiras e ndo financeiras). As empresas que captam os recursos (tomadoras
dos empréstimos) prometem pagar (a quem estiver disposto a financia-las)
determinado fluxo de caixa futuro e rendimento previamente acordado. Os
doadores dos recursos (investidores) tornam-se credores do emissor, sujeitos
ao risco de crédito do emissor. No vencimento, o titulo é resgatado e o capital
retorna ao investidor, acrescido dos juros contratados.

Diferentemente da renda fixa, o mercado de renda variavel compreende todas
as operagdes realizadas nas bolsas de valores, de mercadorias, de futuros e em
operagdes com ouro, as quais devem ter, obrigatoriamente, a interveniéncia das
instituigdes integrantes do Sistema Financeiro Nacional (bancos, corretoras e
distribuidoras). Os ativos ou contratos de renda variavel podem ser negociados
por meio de quatro modalidades: mercado a vista, de opgdes, futuro e a termo.
Sao negociados no mercado a vista as a¢des emitidas por companhias abertas
e o ouro. Nos demais mercados (a termo, op¢des e futuro), podem ser
negociados, além das agdes, contratos tendo por objeto outros ativos, como
indices de agdes, taxa de juros, ddlar, café, etc.

Poupanga ¢ o investimento mais simples ¢ popular do Brasil. Os seus recursos
financiam, prioritariamente, o setor da habitacdo. Apresenta as seguintes
caracteristicas: a) Remuneracdo — ¢ definida no Banco Central, sendo igual
para todas as Institui¢cdes Financeiras; b) Periodicidade dos rendimentos — os
rendimentos sdo creditados mensal ou trimestralmente, se o titular for pessoa
fisica. No caso de pessoa juridica, apenas trimestralmente; c) Prazo do
Investimento — ¢ indeterminado; d) Liquidez — tem liquidez didria, entretanto,
os valores sacados antes da data de aniversario ndo recebem o rendimento do
ultimo periodo; e) Rentabilidade — O rendimento da poupanca serd composto
por TR (Taxa Referencial) mais os juros de: 0,5% ao més, se a meta da taxa
Selic, definida pelo Banco Central do Brasil, for superior a 8,5% ao ano; ou
70% da meta da taxa Selic, definida pelo Banco Central do Brasil, vigente na
data de inicio de cada periodo de rendimento, nos demais casos; e f) Tributagao
— ha isencao total do IR (Imposto de Renda) na fonte e na declara¢do para

pessoa fisica e pessoa juridica com imunidade tributaria. As demais pessoas
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juridicas pagam IR de 22,5%, considerando periodo de rendimento de 90 dias.
Nao incide IOF (Imposto sobre Operagdes Financeiras).

Certificado de Deposito Bancario (CDB) ¢ um titulo representativo de um
empréstimo que o investidor faz para uma instituigdo bancaria, por prazo
determinado. Em troca, recebe uma taxa de juros, pré ou pos-fixada, definida
no momento da compra. A institui¢do financeira pode conceder liquidez diaria,
antes do vencimento, ou ainda estabelecer caréncia para resgate antecipado.
Possui os seguintes destaques: a) Caracteristica — titulo referente a depdsitos a
prazo, sendo nominativo, negociavel e transferivel e, quando negociado antes
do vencimento, tem o seu valor de mercado apurado em razdo da taxa atual de
mercado a partir da qual se realiza o desconto bancario; b) Remuneragéo — o
CDB pré-fixado estabelece, a priori, a taxa nominal de remuneracdo pelo
periodo do investimento, devida no vencimento; O CDB pés-fixado € corrigido
pelo indice de corregdo desse deposito, podendo ser a variagdo do CDI
(Certificado de Deposito Interbancario), da Selic, da TR etc.; ¢) Risco — o
investidor corre o risco de crédito do banco emissor do CDB, contando com a
garantia do FGC!'®, observado o limite de protegdo; ¢ d) Tributagdo — segue a
regra geral dos investimentos em renda fixa, observando a tabela regressiva,
conforme o prazo de permanéncia da aplicacdo. Os titulos de renda fixa
(publicos e privados) sdo classificados como rendimentos sujeitos a tributagdo
exclusiva/definitiva para fins de IR. O IOF, geralmente, incide sobre

aplicacdes de renda fixa.

16O Fundo Garantidor de Créditos (FGC) é uma associacdo civil sem fins lucrativos e tem por objetivo prestar
garantia de créditos contra institui¢des dele participantes nas hipoteses de: decretagdo da intervencgéo, liquidagdo
extrajudicial ou faléncia da associada; ou reconhecimento pelo Banco Central do estado de insolvéncia da

associada.



85

2.2 Analise dos resultados da Oficina

Sera realizada uma anélise dos questionarios respondidos pelos alunos antes e depois da
Oficina de Matematica Financeira no IFRJ. O questionario inicial foi respondido por 19 alunos
e o final por 9. As perguntas dos questionarios estdo especificadas no APENDICE D.

Em relagdo aos 19 alunos respondentes, cerca de 52% concluiram o Ensino Médio ha
menos de 5 anos e, aproximadamente, 84% nao tiveram Matematica Financeira na sua formagao
pré-universitaria. Aos que responderam sim e relataram sobre este aprendizado, informaram ter
sido basico e focado em porcentagem e nas formulas de juros simples e compostos.

Estes dados podem ser resumidos ser resumidos nos Graficos 1 e 2 a seguir:

Grafico 1 Grafico 2
Conclusdo do Ensino Médio Mat. Fin. pré-universitaria
ll
B Menos de 5 anos 5 anos ou mais mSIM = NAO

FONTE: Elaboragéo propria.
Ainda sobre este grupo de alunos, cerca de 16% responderam ter cursado Matematica
Financeira na Licenciatura em Matematica do IFRJ, sendo que 55% deles tém entre dois e trés
anos de Licenciatura e 40% tém entre trés e quatro anos. O Grafico 3, a seguir, ilustra os alunos

que estudaram esta disciplina no IFRJ:

Grafico 3
Mat. Fin. na Lic. do IFRJ

= SIM = NAO
FONTE: Elaborag@o propria.
Dentre os trés alunos que cursaram Matematica Financeira, apenas um afirmou ter

aprendido esta disciplina com elementos de Modelagem ou com abordagem critica. Somente
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dois alunos relataram ter ministrado aulas nos seus estagios ou em pré-vestibulares
comunitarios sobre este tema.

No que se refere a Modelagem Matematica, cerca de 60% dos alunos informaram
conhecé-la, enquanto Metodologia para o Ensino Basico e ainda sobre os conceitos da Educagao
Matematica Critica (EMC), cerca de 30% dos alunos responderam conhecé-los. Este cenario ¢

ilustrado pelos Graficos 4 e 5 a seguir:

Grafico 4 Grafico 5
Conhec. sobre Modelagem Matematica Conhec. sobre EMC
SIM = NAO SIM = NAO

FONTE: Elaboragéo propria.

Em relacdo aos 9 alunos respondentes do questionario final (apds a Oficina): cerca de
67% (6 alunos) consideraram a Matematica Bésica (razdes, propor¢des e porcentagem) como
topico de escala 5 e cerca de 33% (3 alunos) como de escala 4, considerando 1 (nenhuma
importancia) até 5 (maior importancia). E sobre as Progressdes (aritmética e geométrica), os
alunos realizaram a avaliacdo com as mesmas pontuacdes do topico de Matematica Basica.

No assunto de Fungdes, cerca de 78% (7 alunos) consideraram este topico como de
escala 5 e cerca de 22% (2 alunos) como de escala 3. Para Logaritmos, cerca de 22% (2 alunos)
atribuiram escala 5, cerca de 33% (3 alunos) escala 4 e o restante (4 alunos) escala 3. Ja para a
Estatistica, a escala 5 foi atribuida por cerca de 89% dos respondentes (8 alunos) e a escala 3
por apenas um.

De forma geral, os alunos perceberam que a Matematica Financeira possui importantes
conexdes com os assuntos da Matematica apontados na pesquisa, podendo ser trabalhada com
eles ou a partir deles, dependendo da abordagem que o professor queira fazer.

Por exemplo, a Matematica Financeira pode ser desenvolvida, paralelamente, em uma
aula de funcdes exponenciais; ou ainda, pode ser trabalhada como tema central com outros
assuntos apenas servindo de suporte instrumental, como, as vezes, ocorre com o tratamento do

assunto de logaritmos quando utilizado como ferramental para a Matemaética Financeira.
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As progressdes podem ser usadas ainda para a consolidaciao do entendimento dos alunos
sobre o comportamento dos juros, que podem ser caracterizados como progressdes que se
desenvolvem na linha do tempo.

Em relacdo aos assuntos nao matematicos trabalhados na Oficina, destacou-se a
importancia dos conhecimentos bancérios, que sdo tuteis ao cotidiano dos alunos. Destacou-se
ainda a importancia da reflexdo, em sala de aula, sobre questdes comportamentais a respeito do
consumo.

Ressaltou-se que esta abordagem, além de melhor explorar e aprofundar situa¢des do
cotidiano dos alunos, impactou em uma melhoria de fundamentag¢do das formulas financeiras
em relacdo ao que se observa nos livros de um modo geral.

Um outro aspecto positivo destacado foi a unido, em sala de aula, da teoria com a pratica
por meio da Oficina. Mencionou-se também a importancia do dominio do Excel dentro e fora
do contexto escolar.

Em relacdo a este questionario final, considerando, em uma escala crescente, de 1
(nenhuma importancia) até 5 (maior importancia) sobre o conhecimento em Matematica
Financeira antes da oficina: cerca de 12% (1 aluno) o considerou na escala 4 e cerca de 44%
(4 alunos) na escala 3 e os outros 44% na escala 2. Contudo, apods a Oficina, cerca de 89%
(8 alunos) o considerou na escala 4 e os outros 11% (1 aluno) na escala 3.

Dentre os alunos que conheciam a Modelagem Matematica ou a Educagdo Matematica
Critica, todos reconheceram, na Oficina, a existéncia de elementos pedagogicos destas praticas
escolares.

Ainda com os resultados obtidos da Oficina e com os questionarios analisados, ¢
possivel entender a necessidade de uma intensificagdo na formagao de competéncias financeiras
para os professores de Matematica, a fim de que consigam cumprir, adequadamente, o que
preconiza a BNCC para a Matematica Financeira e Educacao Financeira.

A Oficina foi conduzida pelas seguintes Etapas Bésicas de uma atividade de Modelagem
Matematica: a) Elaboracdo da Situacdo-Problema; b) Inteiragdo/Simplificacdo; c) Resolugdo; e
d) Interpretagdao/Validagdao. Conduziu-se ainda de forma consistente com a defini¢do de
Barbosa (2001), que aborda o convite as atitudes de indagagao e de investigacao por parte dos
alunos.

Dentro das suas limitagdes, a Oficina buscou entregar um produto final no sentido de
contribuir, de forma ativa, para o exercicio da “Cidadania Financeira” dos seus participantes,
futuros professores de Matematica, provendo-os de suporte matematico, critico e reflexivo por

meio da apropriacdo autonoma de conceitos de diversas naturezas.
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CONSIDERACOES FINAIS

A visao da Matematica Financeira e da Educacao Financeira sob a perspectiva da BNCC
requer um esforco adicional dos atuais professores e licenciandos em Matematica. Neste
sentido, ¢ importante que os atuais e futuros professores desenvolvam conhecimentos e
competéncias financeiras sobre assuntos matematicos e extramatematicos. Este trabalho e a
pesquisa do professor Ilydio (SA, 2012) corroboram esta colocagio.

Neste sentido, além das competéncias financeiras para a Matematica Financeira e
Educacdo Financeira, ¢ necessario que haja um aprofundamento dos docentes sobre
Modelagem Matemadtica e Educagcdo Matematica Critica, pois estas sdo importantes ferramentas
para a mediagdo de temas financeiros na sala de aula. No questionario, os alunos afirmam ser
limitado o seu conhecimento prévio sobre estas ferramentas.

Assim, defende-se, neste trabalho, que a conducao de temas financeiros, em sala de aula,
contemple, sempre que possivel, uma perspectiva de analise critica e reflexiva, verificando a
contextualizagdo e a conexao das atividades propostas com o cotidiano dos alunos. A Oficina
aplicada procurou contribuir neste sentido.

Isto tem um duplo objetivo: melhorar o aprendizado dos alunos em termos de processo
e fazer com que percebam uma “finalidade no presente” para os conteudos explorados em sala
de aula.

Esta abordagem também impacta positivamente na melhoria da capacidade
interpretativa dos alunos relacionada a tematica, o que integra o conteudo, inclusive, a outras
disciplinas.

O conjunto de exposigdes teodricas, praticas e tecnoldgicas desenvolvidas, sob diversos
contextos neste trabalho, pretenderam, dentro do possivel, contribuir para as discussdes acerca
das habilidades e competéncias financeiras dos alunos da Escola Bésica, tanto na dimensao
critica como na dimensdo propedéutica da Matemadtica Financeira, com foco especial na
utilizagcdo adequada dos Fatores de Correcdo, reflexdo sobre o valor do dinheiro no tempo,
analise dos fluxos financeiros e reconhecimento de situacdes financeiras relacionadas a séries
uniformes de capital e a diferentes modalidades de financiamentos.

Assim, almeja-se o aprimoramento da capacidade analitico-critica dos alunos do Ensino
Bésico para que tenham condi¢des de analisar modelagens mais estruturadas dentro do contexto
escolar.

Neste trabalho, ha uma concordancia com o que argumenta Sa (2012) sobre a

Matematica Financeira ter dois conceitos essenciais: fatores de corregdo e valor do dinheiro no
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tempo. Neste sentido, pode-se dizer que, sem o uso de formulas e com apenas esses dois
conceitos, pode-se resolver uma ampla gama de exercicios de Matematica Financeira.

Este trabalho propde ainda que as Licenciaturas em Matemadtica do Brasil envidem
esforcos para que se reforcem os componentes curriculares de Matematica Financeira,
Modelagem Matematica e Educacdo Matematica Critica, a fim de se atenderem aos objetivos
da BNCC nesta temadtica, que sdo convergentes aos de uma educacado critica e reflexiva e sdo
também desafiadores para o atual quadro docente do Ensino Basico no Brasil.

Um outro ponto de destaque € que se intensifiquem os esfor¢os nacionais para a
produgdo de materiais didaticos e trilhas formativas em Matemaética Financeira com foco na
atuacdo do professor de Matematica, haja vista as exigéncias da BNCC e a caréncia destes
materiais e trilhas. O projeto do Livro Aberto para a Educagdo Financeira, desenhado para a
atuacao docente no Ensino Médio, ¢ uma importante iniciativa de producao material didatico
gratuito.

Assim, para que a Matematica Financeira da Escola Bésica seja mais eficiente para a
formagdo de alunos criticos, que nao sejam mais “reprodutores” de conceitos nao entendidos
em sua esséncia e de “formulas decoradas”, ¢ fundamental a formagao critica na ponta, ou seja,
a formacao de professores de Matematica criticos para o fortalecimento da “cadeia formativa”
em Matematica Financeira sob as perspectivas da Educacdo Matematica Critica e da

Modelagem Matemética.
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APENDICE A — Banco Central do Brasil — Calculadora do Cidadao

ﬁ:._t posast Calculadora do ddaddo

A Calculadora do cidaddo permite a realizagao de simulagdes para calculos com:

)

Depositos Regulares (aplicacio)

Aplicacao com depositos regulares

Simule a aplicacao com depdsitos regulares

Mumero de meses :
Taxa de juros mensal :%

Valor do depdsito regular | |

[depdsito realizado no inicio do més)

Valor obtido ao final | |

Metodolegia

| Calcular || Limpar || \oltar || Imprmir I

Metodologia da Aplicacdo com Depdsitos Regulares

s =+ pdt -l

Onde:

n = N° de Meses

j = Taxa de Juros Mensal

p = Valor do Depdsito Regular
5, = Valor Obtido ao Final

Obs. 1: Sn corresponde 3 soma de uma progress3o geométrica formada por n pagamentos iguais a p,
realizados no inicie de cada periodo 2 corrigidos até o final dos n periodos.

Obs. 2: O cdlculo da taxa de juros (f) € feito por aproximacdo do Valor Obtido ao Final (5,) com margem de
erro sobre 5, inferior a 0.000001.
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Célculo Exemplos de problemas Aplicacdo Digital
Um cidaddo planeja comprar um bem no valor de R$
364,50. Para isto ira depositar mensalmente R$ 50,00
em aplicagdo financeira que esta rendendo 1% ao més S - =
. . . ) i d
o Em quanto tempo tera dinheiro suficiente para comprar nmern ge mese
N°de o bem? Taxa de juros mensal %
Meses Walor do depdsito regular
(1 01)" -1 (depésite rezlizado no inicio do més) 50,00
364,50 = (1,01) x 'OT x 50 valor obtido o final
~n=7
Nos ultimos 9 meses, um cidaddo depositou
mensalmente a quantia R$ 100,00 em caderneta de
poupanga. Ao final deste periodo, observou que o saldo Simule a aplicagio com depGsitos regulares
Taxa de da poupanca estd em R$ 946,30. Qual foi o rendimento Ndmero de meses |3
Juros médio da poupanga nesse periOdO? || Taxa de juros mensal |1,001660 o
Mensal (1+)°—1 (b ot on e ey (19000 |
946,30 = (1 +}) X } %100 valor obtido ao final [94s,30
~ j=1,00166%
Valor do Um cidadéo adquiriu um bem no valor de R$ 8.500,00,
Depbsito a ser pago apds 6 meses. Quanto terd que depositar
R p 1 mensalmente, considerando que obtera rendimento de
cgular 0,85% ao més?
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8.500 = (1,0085) x (1,0085)° —1
T 0,0085

» p=R$ 137517

Simule a aplicagéo com depdsitos requlares
Nimero de meses ICI
Taxa de juros mensal |0,6850000 %
Walor do depdsito regular: 137517

(depssito realizado no inicio do mas)

Valor obtido ao final |8.500,00

Valor
Obtido ao
final

Durante 8 meses, um cidaddo deposita mensalmente a
quantia de R$ 150,00. Quanto tera ao final da aplicagéo,
sabendo que o rendimento médio dessa aplicacdo ¢ de
1,2% ao més?

(1,012)% — 1

0,012 X 150
. S, = R$1.266,65

S, = (1,012) x

Simule a aplicacdo com depdésitos regulares

Nimero de meses

1,200000 %

150,00

Taxa de juros mensal

Valor do depdsito regular

(depésito realizads no inicie do mis)

Valor obtido ao final |1.286,65

)

0

Onde:
n = N2 de Meses

Prestagoes fixas (financiamento)

Financiamento com prestacoes fixas

Simule o financiamento com prestagbes fixas

Mo, de meses
Taxa de juros mensal

Valor da prestagao
[Considera-se que = 1a. prestacdo ndo sejz no ato)

Walor financiado

[© valor financiade ndo inclui o valor da entrada)

Metodolegia

| Calcular | | Limpar || \altar | |

Imprimir |

Metodologia do Financiamento com Prestacdes Fixas
Calcule com juros compostos e capitalizagdo mensal.

1-1+ /)
_1-=( _J) »

J

] = Taxa de Juros Mensal
p = Valor da Prestagdo
gp = Valor Financiado

Obs.: O cdlculo da taxa de juros (j) & feito por aproximacgdo do Valor da Prestacdo (p) com margem de erro sobre p inferior 3 0.000001.

Calculo Exemplos de problemas Aplicagao Digital
Um cidaddo esta devendo R$ 2.000,00, tendo ficado . . .
acertado que o tomador ird pagar juros de 1% ao més. S'm""’“ﬁ“a"“a"“““ s ""ﬂa"es foas
~ 0. de meses
N° de Sabendo que as parcelas serao de R$ 261,50, em quanto P — Y R
tempo o empréstimo sera quitado? — -
Meses Loy st PO
2000 = T X 261;50 - , IVanrIﬁ:anciagl;
’ {0 valer financiade ndo inclui o valor da entrada
SN = 8
Um cidaddo estd pensando em comprar um bem que
custa a vista R$ 750,00. O vendedor oferece a opgdo de
Taxa de pagar em 10 pgrcelas ﬁxa; de R$ 86,0Q, sem entrada. N°. de meses [10
Qual a taxa de juros embutida no financiamento? | Taxa de juros mensal [2,563010 % |
JurOS Valor da prestagdo
Mensal 1— (1 + j)_10 [Considera-se que a 1a. prestacio n3o sejs no ata) d
750 = —— X 86

« j =256901%

walor financiado 750,00

[0 valer financiade ndo inclui o valor da entrada)
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A um cidaddo é oferecido um bem no valor de
R$ 1.290,00. Para esse pacote, existe a opgdo de pagar
em 4 prestagdes mensais fixas sem entrada, com taxa de

Simule o financiamento com prestagies fixas
No.demeses [ |

Valor da juros de 1,99% ao meés. 4Qual o valor da prestagdo? Taxa de juros mensal %
a 1-(1,0199)" valor da prestagio
Prestagho | 1290 = — L xp o e s i 97
’ walor financiado
S p= R$ 338,70 {0 valor financiado n3o inclui o valor da entrada)
U bem ext sendo vendido em 24 parcelas fixas RS
935,00. Sabendo que a taxas de juros anunciada é de Ne. de meses
o N
Valor 1,99% ao( mes,) 2cilual o valor do bem? Taxa de juros mensal %
1-(1,0199)~ =
- . _ Valor da prestagao
Financiado Qo = 00199 x 935 (Considers-ze que = 1a. prastacdo ndo zej2 no ato) 535,00
y
. — Valer financiado
. QO R$ 17704'56 [0 valor financiade ndo inclui ¢ valor da entrada
3) Valor futuro

Valor futuro de um capital

Simule o valor futuro de um capital

Mameroe de meses

Taxa de juros mensal

Capital atual |

[deposito realizade neo inicie do més)

Valor obtido ao final |

Metodeologia

| caloular Limpar

Voltar Imprimir |

Metodologia do Valor Futuro de um Capital

S, =1+ /)" gq

Onde:

n = N° de Meses

J = Taxa de Juros Mensal
gg = Capital Atual

5, = Valor Obtido ao Final

Aplicacdo Digital
Simule o valor futuro de um capital
Numero de meses |24

Taxa de juros mensal |1,050000 %
Capital atual 350,00

[depaosito realizade no inicic do més)

Valor obtido ao final |443,70

Célculo Exemplos de problemas
Um cidadio estd planejando comprar um bem no valor
de RS 449,70. Para isso deposita a quantia de R$ 350,00
. em caderneta de poupanga. Sabendo que o rendimento
N°de médio ¢ de 1,05% ao més, em quanto tempo terd
Meses dinheiro suficiente para comprar o bem?
449,70 = (1,0105)" x 350 ~ n =24
Um cidaddo emprestou a quantia de R$ 800,00, ficando
acertado que o tomador pagara no prazo de 6 meses a
Taxa de quantia de R$ 950,00. Quanto estara pagando de juros?
Juros e ] .
Mensal 950 = (1 +i)® x 800 -~ i = 2,905583%

Simule o valor futuro de um capital
Nimero de meses \:\

Taxa de juros mensal |2,505583 95
Capital atual 800,00

[depdsits realizade no inicie do més)

Valor obtido ao final |s50,00




Capital
Atual

Um cidaddo pretende adquirir um bem daqui a 7
meses no valor de R$ 2.500,00. Quanto tera que
depositar hoje, sabendo que o rendimento de
determinada aplicagdo ¢ de 1,5% ao més?

2.500 = (1,015)7 X qo = qo = R$ 2.252,57

Simule o valor futuro de um capital
Mimere de meses

Taxa de juros mensal |1,500000 %
Capital atual 225257

{depésito realizade no inicio do més)

Valor obtido ao final |2.500,00

Valor
Obtido ao
final

Um cidadéo recebe um abono salarial no valor de R$
500,00 e resolveu deposita-lo em caderneta de
poupanga. Quanto obtera no prazo de 11 meses, sabendo
que o rendimento médio da poupanca ¢ de 0,88% ao
mes?

S, = (1,0088)!1 x 500 - S, = R$ 550,59

Simule o valor futuro de um capital
Mimero de meses

Taxa de juros mensal |0,880000 %
Capital atual 500,00

{depésito realizade no inicic de més)

Valor obtido ao final | 550,59
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APENDICE B — Nogées de Logaritmos e Progressoes

LOGARITMOS

Conforme LIMA (2007), os logaritmos foram desenvolvidos, no século 17, como
ferramenta de calculo aritmético para possibilitar manipulagdes através de suas propriedades
operatdrias, realizando, assim, transformacdes que pudessem facilitar os célculos, como as de:
produtos em somas, quocientes em diferengas, poténcias em produtos, etc.

Assim, ap0s a generalizacao do uso dos logaritmos, estes tiveram um relevante papel na
instrumentalizagdo dos célculos aritméticos. Contudo, as fungdes logaritmicas (e as suas
inversas, as exponenciais) possuem propriedades utilizadas para a qualificagdo de modelos
especificos de variagao de grandezas, como os que expressam variagoes logaritmicas (e as
exponenciais).

Em termos gerais, logaritmo de um niimero ¢ um expoente a que se deve elevar um
outro nimero positivo (e diferente de 1) para se obter certo resultado.

LIMA (2019) enfatiza o entendimento do logaritmo como expoente de uma poténcia e,

assim, recomenda explorar a definicao e as propriedades de poténcia para que, em uma etapa
posterior, o professor apresente o tema de logaritmos aos alunos.

Defende ainda que ¢ importante trabalhar ndo apenas os expoentes naturais das
poténcias, mas também os inteiros, os racionais e reais.

Sendo n um numero natural € a um niimero real positivo, define-se (por recorréncia) a

poténcia a™ do seguinte modo:

a®=1,sen=0

n

a®=a"ta, sen>1

Por Inducao Matematica, pode-se provar para m e n nimeros naturais que a propriedade

a seguir tem validade:

a™. qh = gm+n

Demonstrada esta propriedade, também podemos garantir o seguinte resultado:

1
at.a =gt W =g"=1=qa"=—
aTL
Ainda com esta propriedade, garante-se seguinte:

"p" parcelas
——
a®.a® .. qt = gttnttn = gnpe

"p" fatores
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Note ainda que:

a.a™..a" = (a")? =a"?
[ —
"p" fatores

No caso dos nimeros racionais da forma r = g com q # 0 e p e q inteiros, deve-se
garantir:
a".a? =aP

= q\/ap

T

L4
a =a1

Sendo r e s nimeros racionais, podemos mostrar também que:
aT aS — aT+S

Como sera detalhado, sendo k um niimero real, a* = y © log,(y) = k

Convém mencionar também que, para melhor entendermos as definigdes de logaritmo
e de funcdo logaritmica, primeiramente, devemos compreender a definicdo de funcdo
exponencial.

Sabemos que uma fungio exponencial denotada por f(x) = a* define os valores de a*
com a > 0ea # 1 para o dominio dos nimeros reais. Logo, apresenta como imagem o0s

nimeros reais positivos e, dentre as suas propriedades, ressaltamos a seguinte:

fo+a) = f).-f(@)

Destaca-se ainda que quando a > 1, a fungdo exponencial f(x) é crescente e, quando

0 <a <1, f(x) édecrescente.

Logaritmo — DEFINICAO: Seja uma base a coma >0ea #1ey > 0,

o log,(y) é o expoente ao qual se deve elevar a base a para se obter o
resultado y, ou seja:

log,(y) =xey=a”
Se y = a*, entdo x ¢ o log de y na base a, ou seja, x = log,(y)
Exemplos:

a) Se 8 = 23, entdo 3 é 0 log de 8 nabase 2, ou seja, 3 = log,(8)

b) Se81 = 3* entdo 4 é o log de 81 na base 3, ou seja, 4 = log3(81)




Consequéncias imediatas da definicdo de logaritmo:
a) log,(1) =0
b) log,(a) =1
) y1 =y = loga(y1) = loga(y2)
d) a'°8a® =y
e) log,(a*) =k

Propriedades dos Logaritmos:

1)log,(m.n) =log,(m) + log,(n)
Prova

log,(m) =u & m = a"*

1,}=>m.n =a*.a’ = a"*’
log,(n)=ven=a

m.n = a**’ & log,(m.n) = u+ v = log,(m) + log,(n)

2) log, (%) = log,(m) —log,(n)
Prova — Considerando as seguintes defini¢oes:
log,(1)=0e1=a°

X

—log,(y) =xeoy=a"

m
log, (;) = loga(m.n™") = log,(m) +log,(n™") = log,(m) —log,(n)
PROPRIEDADE 1

3) logq(m)* = k.log, (m)
Prova — Considerando as provas das PROPRIEDADES 1 e 2:

log,(m)X = log, (m.m .m> = log,(m) + log,(m) + --- + log,(m) = k.log,(m)

k fatores m k parcelas log, (m)

MUDANCA DE BASE

4)log,(m) = % = log, (m) = log,(m).log, (a), sendo log, (a) uma constante

Prova — Considere u, v e w, de modo que:
m=a* e log,(m) =u

m=k'"  logy(m)=v;=>m=a* =k"
a=kY log,la) =w

a* = (kV)* =k"% = k¥ = w.u =v = log,(m) = log,(m).log,(a)

a=k%

99

5) Se m <n, entdo: (i) sendo a > 1, log,(m) < log,(n); e (ii) no caso de 0 <a <1,

log,(m) = log,(n)
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Prova — Considere u e v, de modo que:
m=a* & log,(m) =u
n=a’ o log,(n) =v
Das fung¢des exponenciais, pode-se afirmar:
(1) Sendo a > 1,temos: u>v=a*>a’ @ a*<a’"=u<v
(i1) Sendo 0 <a<1,temos: u<v=a*>a"oa*<ad"=u=v
Portanto:
6)) Sea>1: m=a*<n=a"= u=log,(m) <v=1log,(n)
m < n = log,(m) < log,(n)
(i) Se0<a<l:m=a*<n=a"= u=Ilog,(m)=>v=1log,(n)
m < n = log,(m) = log,(n)
Observacao — Analogamente, pode-se provar ainda o seguinte resultado: se m > n, entdo: (i)

sendo a > 1, log,(m) > log,(n); e (ii) no casode 0 < a < 1, log,(m) < log,(n).

Funcdo logaritmica — DEFINICAO: Seja a fun¢do log,: RT — R (inversa

da fung¢do exponencial), que associa, a cada real positivo x, o nimero real

log, (x), denominado logaritmo de x na base a.

Os logaritmos na base 10 sd3o conhecidos como logaritmos decimais de Briggs. Um
ponto que deve ser observado € que, quando se omite a base de um logaritmo, isto significa que
se considerou a base decimal. Exemplo: log(7) significa log;,(7).

J& os logaritmos na base e, nimero de Euler (e = 2,718281828459...) sdo

denominados naturais ou neperianos.

Convém ressaltar ainda que este nimero possui uma importante aplicagao aos modelos
de capitalizagdo continua, pois, quando associado a variaveis continuas, pode ser apresentado

pelas seguintes relagdes matematicas, conforme GUIDORIZZI (2019, p. 133-134):

. n\"* _ . 1
e = lim (1 +Z) = }(1_r)r(1)(1+k)k.

n—-oo
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A importancia desta relagdo ¢ percebida com a introducdo do seguinte exemplo:

Um capital inicial de R$ 1,00 ¢ aplicado a uma taxa de 100% a. a.
durante 1 ano e gera o montante de R$ 2,00, pois 1. (1 + 100%)* =
2. Que montante seria gerado se considerassemos 100% a.a.
capitalizados “n vezes” ao ano, isto €, 100% divididos em “n partes

iguais”? Note que o periodo de 1 ano equivale a estas “n partes”.

100%

i )n = (1 + %)n Mas ha

Logo, este montante ¢ dado por (1 +

ainda outra questdo: como ficaria se supuséssemos valores de n
crescendo indefinidamente? Isto ¢ traduzido, matematicamente, por

. 1 1\" . , .
meio da relacdo lim (1 + ;) = e. Assim, o niamero “e” possui 0
n—>0oo

significado de representar um valor fixo para o qual os valores de

1\" . . . \ .
(1 + ;) se aproximam, indefinidamente, & medida que n cresce.

Portanto, para valores cada vez maiores de n, o montante fica
sempre em torno do valor de R$ 2,7182 ... (= e). Podemos fazer a

seguinte generalizacdo para a capitalizacdo continua: seja C, um

capital inicial aplicado a uma taxa fixa de k% a.a. durante o

periodo t (em anos). Desta forma, temos o seguinte montante:

=)

kt

C(t) = C,. [Tlli_I& (1+ %)nt] = C,. llim (1+ %)"L(m)l _

A—>00
ﬁ)
100 ﬁ

2
CO- )1}_{2) (1 -I—%) ] = = CO_e(mO)_

Exemplo de Aplicagdo 1: Se o logaritmo de 4 na base 6 ¢ igual a “a”, entdo o logaritmo de 32
na base 9 é:

SOLUCAO: loge(4) = a 6% = 4 = 22 ¢ logo(32) = x & 9% = 32 = 25
2 =6(3) =93 =3%) 5 log, (6(%)) = log, (3(2?)6))

2x

= (%) Jlogs(2.3) = ( z ).log3(3) = (%) .(logz(2)+1) = 2%

:>x=<%Ta>-(1083(2)+1):(%)'(zia+1)zﬂi—a2®
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Utilizando ainda: 6% = 22 = log;(6%) = log5(22)
= a.log5(2.3) = 2.log5(2) = a.log;(2) + a = 2.1og3(2)

a
= 10g3 (2) = m

Exemplo de Aplicagdo 2: Em um certo més, dois jornais circulam com 50.000 ¢ 300.000

exemplares didrios, respectivamente. A partir de entdo, a circulagdo do primeiro cresce 8,8% a
cada més ¢ a do segundo decresce 15% cada més. Considerando log;,(2) = 0,30; log,,(3) =
0,47; e log,,(5) = 0,7, qual o numero minimo de meses para que a circulagdo do primeiro
jornal ultrapasse a do segundo?

SOLUCAO: (50.000). (30).(1,088)™ > (300.000). (30).(0,85)"

(1,088)"
(0,85)"

)

(1,088)" > 6.(0,85)" =

8
) > logy10(2) +log,0(3) = 0,77

>6:>~n.10g10<085

5

= n.log;, <%) > 0,77 = n.(5.1og10(2) — 2.10g1,(5)) > 0,77

=>n.(01)>07=>n>7 ~ Ny, = 8 meses

PROGRESSOES

Progressdo Aritmética (PA) — DEFINICAQ: é uma sequéncia em que cada

termo ¢ igual ao anterior adicionado de uma constante: razao r.
Logo, o seu termo geral (a,) satisfaz a seguinte relagao de recorréncia:
a, = ay_, + 1, de onde concluimos que a, = a; + (n — 1).r

. an-1+a
Temos ainda: a,, = w paran = 2

A soma dos n primeiros termos de uma PA ¢:

s = (aq +ay).n
n 2
S, =a;+a; +--+a,
Escrevendo esta soma agora esta mesma soma de tras para frente:
Sp=aptan_1+-+a
Assim: 2.5, = (a; + a,) + (a; + ap_q1) + -+ (a, + a1)
Como, em uma PA, a soma de dois termos equidistantes dos extremos ¢ igual & soma

destes extremos e como temos, ao todo, n somas, entio:

a; +a,).n
2.5, =(ay +a,).n=S, =%
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Exemplo de Aplicacdo 3: Determine o nimero de multiplos de 3 entre 100 e 500.

SOLUCAO: a, =498 =102+ (n—1).3 = n =133

Exemplo de Aplicacdo 4: Em uma PA de 17 termos, o 7° termo ¢ igual a 13 ¢ o 11° termo €

igual a 27. Calcule a soma dos termos desta PA.

SOLUGAQ: Sy, = 17.80207) = 7 (70l — 47 520 349

Progressdo Geométrica (PG) — DEFINICAOQ: é uma sequéncia em que cada

termo € igual ao anterior multiplicado por uma constante: razao q # 1.
Logo, o seu termo geral (a,) satisfaz a seguinte relagao de recorréncia:
a, = a,_;.q, de onde concluimos que a, = a;.q"" !

Temos ainda: a2 = (a,_;).(a,41) paran > 2

A soma dos n primeiros termos de uma PG é:

a;.(g" -1
S, = 1-(q )
q—1
a;.(g" -1
=S
S=1 n—-1 n_q
{ +q+z T n:q-5—5=(q—1)-5=q”—1:>5=q

O limite da soma dos termos de uma PG, em que —1 < g < 1, ¢é:

limS, = —2
nl—r>{>lon_1—q

Isto porque:

n—oowe—-1<q<1=q"->0

Exemplo de Aplicacdo 5: Um carro custa hoje R$ 18.000,00 e, apds 4 anos de uso, o seu valor

sera R$ 12.000,00. Supondo uma taxa de decrescimento anual constante para o valor do carro,

quanto ele estara valendo apds 1 ano de uso?

SOLUCAO: a5 = a;.q* = 12.000 = 18.000.¢* = q = “\E

+[2
a, = a;.q = 18.000. £ = 16.264,84
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Exemplo de Aplicacdo 6: Utilizando o conceito do limite da soma de uma P.G, encontre as

geratrizes das seguintes dizimas periodicas: 1,454545 ...e 1,2454545 ...
SOLUCAO:

1,454545 .. =1+ (0,45 + 0,0045 + 0,000045 + ---) =1 + 0—45 = E
(1-0,01) 11

0,045 137
(1-0,01) 110

1,2454545 ... = 1,2 + (0,045 + 0,00045 + 0,0000045 + ---) = 1,2 +
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APENDICE C - Apresentacio realizada na Oficina de Mat. Fin. — IFRJ (Paracambi)

INSTITUTO
FEDERAL

Rio de Janeiro

Oficina de Matematica Financeira:

Modelando em Matematica Financeira:
Uma Perspectiva Critica

INSTITUTO
FEDERAL

Rio de Janeiro

SUMARIO:

» PARTE 1: Juros Simples e Compostos / Taxas Equivalentes

» PARTE 2: Rendas Certas / Praticando com Excel

» PARTE 3: Modelando a compra de um automdvel por
diferentes vias: Financiamento e Investimentos
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INSTITUTO
FEDERAL

Rio de Janeiro

PARTE 1: JUROS

» Qualquer deslocamento do dinheiro no tempo pressupde uma
taxa de juros associada;

» Assim, para movermos o dinheiro no tempo de um periodo 1 para
um periodo 2, temos que explicitar a taxa de juros.

» Desse modo, quando um individuo cede dinheiro no tempo para
outro individuo, ele o faz por meio de uma expectativa de
recebimento de aluguel do dinheiro, denominado juros.

» 0 dinheiro devera ser devolvido e os juros (o aluguel) deverdo ser
pagos, mas esta operagdo possui um risco de ndao pagamento.

Conceituacao sobre Juros

INSTITUTO
FEDERAL

Rio de Janeiro

PARTE 1: JUROS

» Os juros sao calculados, genericamente falando, considerando um
valor para o qual dono do dinheiro estaria disposto a empresta-lo,
considerando que ele poderia investir o seu dinheiro de outra
forma e que conhece os riscos de ndo pagamento associados.

» Observe que quem recebe o dinheiro emprestado antecipa a
realizagao de necessidades que so seriam realizadas no futuro
(trocas intertemporais).
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Regimes de Juros
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INSTITUTO
FEDERAL

Rio de Jangiro

PARTE 1: JUROS SIMPLES

» No regime de Juros Simples, um Capital Cy, com uma taxa de
juros i (expressa em um percentual por unidade de tempo), é
aplicado em n periodos desta mesma unidade de tempo com o
seguinte acréscimo a Cy:

J=Coi+Coit+Coi=Cplin
) nunidades de tempo ’

» 0 Montante é dado por: M = Cy + Cy.i.n = Cy. (1 +1i.n)

(1 1]
[ ] ]
uEE
[ | |
INSTITUTO
FEDERAL

Rio de Janeiro

PARTE 1: JUROS COMPOSTOS

» No regime de Juros Compostos (utilizado no dia a dia) um Capital
Cy, com uma taxa de juros i (expressa em um percentual por
unidade de tempo), é aplicado em n periodos desta mesma
unidade de tempo com o seguinte Montante gerado:

t=0—M=C,
t=1—M=Cy(1+10)
t=2—>M=[Cp.(A+D].(1+10)

t=n—>M=[Co(1+1)..(1+D].(1+10)=Cp(1+D"

n-1vezes

M=Cyp(1+D)" e J=Cy[(1+1D)"—1] _
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[ 1 L]
EE
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INSTITUTO
FEDERAL

Rio de Janeiro

PARTE 1: TAXAS EQUIVALENTES

» O que significa determinar uma taxa por unidade de tempo
equivalente a outra estabelecida por outra unidade de tempo
(taxas equivalentes)?

» SIGNIFICA: ter duas taxas por unidades de tempo diferentes que
geram o mesmo Montante, considerando um mesmo periodo de
tempo.

» Esse conceito é o de equivaléncia de taxas, que difere do de
proporcionalidade de taxas (grandezas diretamente
proporcionais).

[ 1 | ]
EEE
[ 1]
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PARTE 1: TAXAS EQUIVALENTES

» TAXAS EQUIVALENTES:

Co(I+i)Mm=Co.(I+i,)2=>A+i)m=0+1i,)"

» Considere que n; =1 e n, = nsejam periodos de tempos
equivalentes expressos com unidades diferentes. Assim:

1+, =(1+i,)"=i;,=1Q+i)" -1
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PARTE 1: TAXAS EQUIVALENTES

» TAXAS EQUIVALENTES: Mostrar que uma taxa de 4% a.m. é
equivalente a uma taxa de 8,16% ao bimestre. Suponha o capital
inicial de RS 1.000,00.

1000.(1+ ) =1000.(1+4%)? = i= (1,042 -1=1,0816 — 1 = 0,0816 = 8,16%
INFLACAO E EQUIVALENCIA DE TAXAS: a taxa de inflagdo (8)
representa um indice de redugdao do poder aquisitivo das pessoas.

Assim, sabendo-se os juros aparentes (i) de um investimento e a
taxa de inflagdo, pode-se determinar os juros reais (i, ):

1+i,=(1+6).(1+1i,)

Taxas Equivalentes

INSTITUTO
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PARTE 2: RENDAS CERTAS

> PAGAMENTOS OU RECEBIMENTOS PERIODICOS E IGUAIS (Valor
Futuro — VF e Valor Presente — VP):

» Aplicagdo UnicacomVPemt=0e VFemt=n:

Uniformes

VF=VP.(1+i)"= VP = = VF.(1+0{)™

F
a+n
» Considerando pagamentos ou recebimentos periédicos (R) de

t=1atét=n, temos o seguinte fluxo de valores:

7
@
-
Q

r

S
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0 PARTE 2: RENDAS CERTAS

E W R R R R R R

e T 1 l l 1 l l (tempo)

-E 0 1 2 3 4=-n-1n

> R R R
VP=1—+L,+m+m.+(1+i)n

éries

R
=g S VP =XKW+ D™ ot X (L)

Y 4

S

PG —a;=Xeq=(1+i)7"

(1 1]
[ ] ]
[ 1 1]
[ ] ]
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PARTE 2: RENDAS CERTAS

VP R R R R R R
1 1 l i l l l (tempo)
1 3

0 2 4 -n—-1 n

v
v
£
-
=
=
-

PG wa;,=Xeq=(1+D"

(a, = a,.q"!

Sp=a,+ a..q+ - +a.qt

q.S, =a;.9+ay.q%+ -+ a.q"

q.Sn=Sn=0q—-1).S,=a.q" —a,
Can(@"-1)  X.((1+p 1)

S = =
" q-1 1+i1-1

éries

4

PG:(ay,ay.q,...,a;.q"" 1) — 4

S
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PARTE 2: RENDAS CERTAS

VW R R R R R R

L B b b 0 laes

0 1 2 3 4 »n-1 n

Uniformes

O e N s VR A e O I I e G

n

o VP—X'(1+i)—1_1'(—1)_(1+i)'[1_(1_|_i)-1]— D=1
-

\ - .
g VP:R,ﬂ VF:VP.(1+i)n=R_(1+z? 1

onn
[ 1]
[ [ L]
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0 PARTE 2: RENDAS CERTAS

g » Pense no seguinte caso: suponha que tivéssemos uma
8 antecipagdo desses fluxos de pagamentos ou recebimentos
'E periddicos (R), de modo que fossem aplicados de t = 0 até
- t=n—-1.

)]

og R R

\‘Q-J » Isso quer dizer que: VP =R + 1_+i+ et )

S

» Tente desenvolver a formula do VP e do VF para esse caso

especifico.
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PARTE 2: RENDAS CERTAS

VP =R g et
S A ) (Y

PG —a,=Req=(1+i)"

p Can(gt-1) X ((1+i)™"-1)

T |
P Gt B ) B Ul G Y Ll CL D

AT )T-1() T-a+0 '[1‘T%*
L

_p -+ =R.1—(1i+f)-"‘(1+i)

I+
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PARTE 2: RENDAS CERTAS

PRt g p
B T A (R [

P6 —a;=Req=(1+i)"
C1-(140)

VP = ————.(1+])

1+ -1
VF:VRU+U":R( 3 (1+10)




113

INSTITUTO
FEDERAL

Rio de Janeiro

PARTE 2: APLICACAO

» EXERCICIO 1: Certa pessoa aceitou um empréstimo garantido
pelas promissorias, a seguir discriminadas:

R$ 10 000 no prazo de 1 més.
R$ 20 000 no prazo de 3 meses.
R$ 40 000, prazo de 6 meses.

No fim do primeiro més, na impossibilidade de pagar o primeiro
titulo, entrou em acordo com o credor para efetuar o pagamento do
total do empréstimo ao final do segundo més. Sendo de 5 % a.m. a
taxa envolvida na época do fechamento do negécio e de 15% a.m. a
taxa acertada para as parcelas vencidas e nao pagas, qual o
pagamento global a ser feito na referida data?
17

rd

EXERCICIOS
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PARTE 2: APLICACAO

» EXERCICIO 1: SOLUCAO

rd

X = 10.000.(1,15) + 20.000 . 40.000
o 1,05  (1,05)*

n
O
Y
0
%
W
3
w
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PARTE 2: APLICACAOQ

» EXERCICIO 2: Vinicius tomou um empréstimo de RS 5.000,00 a
juros mensais de 5%. Dois meses depois, ele pagou RS 2.500,00 e,
um més apos esse pagamento, liquidou seu débito. Qual o valor
desse ultimo pagamento?

INSTITUTO
FEDERAL
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PARTE 2: APLICACAO

> EXERCICIO 2: SOLUCAO

5000
U Devemos “empurrar” todos os valores
1 2 para uma mesma data (por exemplo
para o més 3) e igualar as entradas

3
(empréstimo) com as saidas
(pagamentos periédicos).
2500 x

—5.000.(1,05)3 + 2.500.(1,05) + x = 0 (divida paga)
x = 5000.(1,05)% — 2500.(1,05) = 3.163,13
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PARTE 2: PRATICANDO COM EXCEL

» EXERCICIO 3: Utilize o Excel para calcular as Rendas Certas (R) com o
seguintes dados: VP = RS 36.000,00; n = 36 meses; i = 1,8% a.m. para as

seguintes situagoes:

a) Determinar R com fluxos de t = 1 até t = n (Rendas Certas

Postecipadas).

b) Determinar R com fluxos de t = 0 até t = n—1 (Rendas Certas

Antecipadas).

INSTITUTO
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PARTE 2: PRATICANDO COM EXCEL

» EXERCICIO 3: a) Determinar R com fluxos de t = 1 até t = n (Rendas

Certas Postecipadas).

B5

3

=PGTO(B3;84;82,8L:0)

LA B C | D
1 VF 0,00

2 VP 36.000,00

3 Taxa 1,80%

4 Nper 36,00

5 |PGTO |- 1.367,42

6
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PARTE 2: PRATICANDO COM EXCEL

» EXERCICIO 3: a) Determinar R com fluxos de t = 1 até t = n (Rendas

Certas Postecipadas), » Abrir a planilha Excel, que possui uma estrutura
matricial, em que as letras sdo as colunas e os nliimeros

e =1 asaas as linhas.

1A'vr A . on ¢ D % Colocar os dados dos problemas como os da figura ao
2 |vp 36,000,00 lado.

3 [Taxa 1,80%

: ;(P:o IE;G;;O‘ » Manipular a formula PGTO (para as anuidades),
6 — colocando “um igual” antes para aplicagao dos calculos.

» A formula tem 5 inputs (entradas), sendo o dltimo o
numero 0, que caracteriza as rendas postecipadas no
Excel. Se ndo colocarmos nada neste campo, a planilha

116

entende que é 0 (postecipada).
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PARTE 2: PRATICANDO COM EXCEL

» EXERCICIO 3: b) Determinar R com fluxos de t = 0 até t =n — 1 (Rendas
Certas Antecipadas).

BS | fe | =PGTO(B3;B4;B2;B1;1)

A

1 |VF 0,00
2 v 36.000,00
3 Taxa 1,80%
4 |Nper 36,00
5 [PGTO  |-R$ 1.343,24
6
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PARTE 2: PRATICANDO COM EXCEL

» EXERCICIO 3: b) Determinar R com fluxos de t = 0 até t = — 1 (Rendas

Certas Antecipadas).

B vl fe | =PGTO(B3;B4;B2B1:1)
A A B C
1V 000

2 |VP 36.000,00

3_Taxa 1,80%

4 Nper 36,00

5 [paTo  [R§ 1.343,24]

6 -4

» Abrir a planilha Excel, que possui uma estrutura
matricial, em que as letras sdo as colunas e os niimeros
as linhas.

» Colocar os dados dos problemas como os da figura ao
lado.

» Manipular a formula PGTO (para as anuidades),
colocando “um igual” antes para aplicagdo dos calculos.

» A formula tem 5 inputs (entradas), sendo o ultimo o
nimero 1, que caracteriza as rendas antecipadas no
Excel.
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PARTE 3: MODELANDO

» MODELAGEM: COMPRA DE UM AUTOMOVEL

* Dividir a Turma em dois ou trés grupos para fazer uma

modelagem de um financiamento de automovel popular e de

investimentos financeiros com foco nesta aquisicao.

* Qs grupos terao o intervalo de uma semana entre as aulas e ainda
30 minutos da segunda aula para realizarem esta atividade de
modelagem financeira e apresentarem os principais nimeros e
conclusdes que entendam merecer destaque.

* Buscar informagoes na Internet, em bancos e em financeiras com
0 objetivo de trazer dados conectados com a realidade.
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PARTE 3: MODELANDO

» MODELAGEM: COMPRA DE UM AUTOMOVEL

" Fazer um estudo sobre o financiamento de um automovel nos
bancos, comparando-o com um investimento bancario de
RS 1.000,00 por més.

* Elaborar uma planilha para resumo dos dados que se considerem
necessarios para esta analise.

ATIVIDADE

* Estudar um pouco mais sobre os investimentos bancarios e obter
informacoes sobre a poupanga e o CDB, entre outros
investimentos, para verificar os que remuneram melhor e/ou ndo

pagam impostos.

INSTITUTO
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PARTE 3: MODELANDO

» MODELAGEM: COMPRA DE UM AUTOMOVEL

" Analisar as op¢oes de compra do automével 100% financiado,
50% financiado ou comprado com todo o investimento realizado.
Discutir os aspectos qualitativos e/ou quantitativos envolvidos.

m
o
g
0
2
<
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PARTE 3: MODELANDO

W
] » MODELAGEM: COMPRA DE UM AUTOMOVEL
g " QObservar ainda, apenas a titulo de exemplificacao, o seguinte
S caso de modelagem de financiamento de automdvel:
'& (1)VALOR A VISTA.
(2)VALOR DA ENTRADA. A=(1)-(2)
==+ 1)+6)
(4)TAXA DE CADASTRO. -
(5)CUSTOS BANCARIOS.
onn
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PARTE 3: MODELANDO

Valor total financiado = A + B Prazo:n
:> Taxa de Juros mensal: i, =i% a.m
L1y F 0 a.m.

Prestacdo mensal entre o més 1e o més n: “R"

1-(140)7"

VP (Valor Presente) =R *~

L
Q
g
2
>
<

VP final = VP + Entrada
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» EXEMPLO DE UMA PLANILHA COM ANALISE FINANCEIRA:

ESTUDO COMPRA FINANCIADA AUTOMOVEL
RENAULT KWID NOVO NA COR BRANCA
BANCO T,
PREGO A VISTA RS 51990,00

[ ENTRADA 10% RS 5199,00 ]

ATIVIDADE

Mensais | Prestacdo | Reg. Contrato |  IOF __ |Valor Financiado |Total a Pagar |J mensal |J anual |CET mensal |CET anual
36 741,92 17580 455,13 48489 89 67908,12 45 | 18.86 1,68 212
48 | 143875 175,80 515,77 4855868 74163,00 52 | 1984 1.7 22,58
60 | 125486 175,80 551,07 48601,18 8049060 S5 | 20.77 172 2285
[ ENTRADA 20% RS 10398,00 |
Prestacio | Reg. Contrato | IOF _|Valor Fi Total a Pagar_|J mensal [J anual [CET mensal |CET anual
36 1538,60 75,80 29303 4312120 65787,60 a1 18,30 64 21,57
48 1266,99 7580 346,08 4318237 71199,12 48 | 19.28 67 2202
60 1104.42 75,80 378.41 4322021 7666320 51 19.70 68 22,08

| ENTRADA 30% R$ 15597,00 |

Mensais | P Reg. C IOF __|Valor Financiado |Total a Pagar |J mensal |J anual |CET mensal |CET anual
36 | 133584 75.80 130.96 7752.53 6368004 36 | 17.60 59 2088
109463 75.80 177,98 780585 68139.24 42| 1844 61 217

4 i j :
80| 95441 7580 | 120576 7839.26 7286160 | 146 | 1900 | 163 2137
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PARTE 3: MODELANDO

» EXEMPLO DE UMA PLANILHA COM ANALISE FINANCEIRA (Entrada de
30% e financiamento em 36 meses):

[ ENTRADA 30% RS$ 15597,00 |

[Mensais Reg. ( IOF Valor Fil Total a Pag J J anual |CET CET anual

36 133564 75,80 30,96 752,53 63680,04 .36 17.60 .59 20.88
48 1094,63 75,80 77,98 805,85 68139,24 42 18,44 61 21,17
60 954,41 75,80 205,76 839,26 72861,60 46 19,00 63 21,37

w
(@]
<
Q
=
<

» Entrada de 30% de R$ 51.990,00 = R$ 15.597,00
A =51.990,00 — 15.597,00 = R$ 36.393,00
B = (IOF + Reg. Contrato) + Extras =1.306,76 + Extras = R$ 1.359,53
A+B = Valor total financiado = R$ 37.752,53
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PARTE 3: MODELANDO

» EXEMPLO DE UMA PLANILHA COM ANALISE FINANCEIRA (Entrada de
30% e financiamento em 36 meses):

[ ENTRADA 30% RS 15597,00 ]

Mensais | Prestagdo | Reg. Contrato |  IOF  |Valor Financiado [Total a Pagar |J mensal |J anual |CET mensal [CET anual
3% 1335.64 175,80 113096 3775253 63680,04 136 | 17,60 1.59 20,88
48 1094,63 175,80 117798 3780585 668139.24 142 18,44 161 2117

60 | 85441 175,80 1205,76 37839.26 7286160 146 | 19,00 1,63 2137

W
a
q
=
2
<

Taxas equivalentes: J mensal = 1,36% a.m. & J anual = 17,60% a.a.
CET (Custo Efetivo Total) mensal = 1,59% a.m. <> CET anual = 20,88% a.a.

1+ ip)2= (1+i)=ip="Y1+i)-1
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PARTE 3: MODELANDO

> EXEMPLO DE UMA PLANILHA COM ANALISE FINANCEIRA (Entrada de
30% e financiamento em 36 meses):

[ ENTRADA 30% RS 15597,00 ]

Mensais | Pr 80 | Reg. C: IOF  |Valor Financiado |Total a Pa J mensal |Janual ([CET mensal |CET anual
36 1335.64 175,80 1130.96 37752,53 63680,04 1,36 17,60 1,59 20,88
48 1094,63 175,80 1177,98 37805,85 68139,24 142 18,44 1,61 21,17
60 954,41 175,80 1205,76 37839.26 72861,60 146 19,00 1,63 2137

ATIVIDADE

» Valor total financiado = R$ 37.752,53 (VP)

» Juros cobrados (i%) = 1,36% a.m. (36 meses)
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PARTE 3: MODELANDO

» EXEMPLO DE UMA PLANILHA COM ANALISE FINANCEIRA (Entrada de
30% e financiamento em 36 meses):

VP =37.752,53 | 1% =1,36% a.m. / n=36 meses
» FORMULAS NO EXCEL:

e |

PGTO(taxa; nper: vp; [Vf]; [tipe])

PRESTAGAO (R) - FINANCIAMENTO:

|=PGTO(1,35%;36;37752,53;0

PGTO(taxa; nper; vp; [vf]; [tipo]) -R$1.333,24

onn
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PARTE 3: MODELANDO

» EXEMPLO DE UMA PLANILHA COM ANALISE FINANCEIRA (Entrada de
30% e financiamento em 36 meses) — CET:

VP =R$ 36.393,00/ i% (CET)=1,59% a.m. / n =36 meses
» FORMULAS NO EXCEL:

|=PGTO( |

PGTO(taxa; nper; vp; [Vf]; [tipo])

PRESTACAO (R) - FINANCIAMENTO:

|=PGTO(1,59%;36;36393;0

PGTO(taxa; nper; vp; [vf]; [tipo]) -R$1.335,50

122
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PARTE 3: MODELANDO

L » EXEMPLO DE UMA PLANILHA COM ANALISE FINANCEIRA (Entrada de
2 30% e financiamento em 36 meses):
0 VP =37.752,53 | i% =1,36% a.m. / n =36 meses
> » FORMULAS NO EXCEL - Total a Pagar (acumulago futura):
= =VF{
< VF(taxa; nper; pgto; [vp]; [tipe])
VF
=VF(1,36%;36;0;37752,53;0
" -R$ 61.396,52

VF(taxa; nper; pgto; [vp]; [tipo])

INSTITUTO
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PARTE 3: MODELANDO

» EXEMPLO DE UMA PLANILHA COM ANALISE FINANCEIRA (Entrada de
30% e financiamento em 36 meses):

R=1.335,64/ 1% =1,36% a.m. / n=36 meses

» FORMULAS NO EXCEL - Total a Pagar (acumulagdo futura):

=VF(
VF(taxa; nper, pgto; [vp]; [tipo])

W
Q
g
=
2
<

[=VF(1,36%;36;1335,64;0; VF

VF(taxa; nper: pgto; [vp]; [tipo])
(® 0 - fim do periodo -R$61.507,08

()1 - comeco do periodo
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PARTE 3: MODELANDO

» ANALISANDO: FINANCIAMENTO X INVESTIMENTOS

v' Embora as formulas aplicadas sejam as mesmas, a interpretagio do significado
das prestacdes dos financiamentos difere da dos valores investidos

uniformemente a cada periodo (fluxos de saida x fluxos de entrada).

v' A analise da opgdo por investir antes de comprar ocorre em face da possibilidade

w
]
g
0
2
<

de postergacao da compra do carro.

v' 0 valor do automdvel, conforme o modelo a ser adotado, pode ser considerado

inalterado ou com um com pequeno acréscimo, caso se invista para adquirir o

veiculo decorrido um certo periodo (poderiamos ter VF = valor do carro).
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ANEXO - FORMULAS (Excel)

» TUTORIAL PARA AS FORMULAS FINANCEIRAS:

" O Excel é disposto em uma estrutura matricial, sendo
subdividido em células.

" Para os calculos programados nas férmulas serem executados,
deve-se: colocar o “simbolo de igual (=)" antes das formulas e
se introduzir, corretamente, os valores de entrada para as
varidveis requeridas.

TUTORIAL

" Assim, obtém-se o resultado final da férmula (valor
desconhecido que se deseja calcular).
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ANEXO - FORMULAS (Excel)

» TUTORIAL PARA AS FORMULAS FINANCEIRAS:

* Férmula que retorna o VP:

=VP(
j VP(taxa; per; pgto; [V, [tipo])

Funcdo VP

VP, uma das fungdes financeiras, calcula o valor presente de um
empréstimo ou investimento com base em uma taxa de juros
constante. Vocé pode usar VP com pagamentos periddicos e
constantes (como uma hipoteca ou outro empréstimo) ou um
valor futuro que é sua meta de investimento.

(] ]]
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ANEXO - FORMULAS (Excel)

» TUTORIAL PARA AS FORMULAS FINANCEIRAS:
Sintaxe
VP(taxa, nper, pgto, [v] ltipo])
A sintaxe da fungio VP tem os seguintes argumentos:

» Taxa Obrigatério. A taxa de juros por periodo. Por exemplo,
se vocé tiver um empréstimo para um automével com taxa de
de juros de 10% ano ano e fizer pagamentos mensais, sua taxa
de juros mensal sera de 10%/12 ou 0,83%. Vocé deveria inserir

10%/12 ou 0,83%, ou 0,0083, na férmula como taxa.

* Nper Obrigatério. O ndmero total de periodos de
pagamento em uma anuidade. Por exemplo, se vocé conseguir
um empréstimo de carro de quatro anos e fizer pagamentos
mensais, seu empréstimo terd 4*12 (ou 48) periodos. Vocé

deveria inserir 48 na férmula para nper. -
42
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ANEXO - FORMULAS (Excel)

» TUTORIAL PARA AS FORMULAS FINANCEIRAS:

* Pgto Obrigatério. O pagamento feito em cada periodo e ndo
pode mudar durante a vigéncia da anuidade. Geralmente, pgto
inclui o principal e os juros e nenhuma outra taxa ou tributo.

-
g
0
=
-
=

Por exemplo, os pagamentos mensais de R$ 10.000 de um * Tipo Opcional. O nimero 0 ou 1 e indica as datas de
empréstimo de quatro anos para um carro serdo de R$ 263,33, vencimento.
Vocé deveria inserir -263,33 na férmula como pgto. Se pgto
for omitido, vocé deverd incluir o argumento vf, Definir tipo para e A
= Vi Opcional. O valor futuro, ou o saldo, que vocé deseja
obter depois do tltimo pagamento. Se vf for omitido, sera 0 ou oniitido No final do perfodo

considerado 0 (o valor futuro de um empréstimo, por exemplo,

€0). Por exemplo, se vocé deseja economizar R$ 50.000 para

pagar um projeto especial em 18 anos, entdo o valor futuro 1 No inicio do periodo
sera de RS 50.000. Vocé poderia entdo fazer uma estimativa

conservadora na taxa de juros e concluir quanto economizaria

por més. Se vf for omitido, vocé deverd incluir o argumento

pato.
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ANEXO - FORMULAS (Excel)

» TUTORIAL PARA AS FORMULAS FINANCEIRAS:

* Formula que retorna o VF;

=VF(
VF(taxa; nper; pgto; [Qp]; [tipo]) |

TUTORIAL

Funcéo VF

VF, uma das funcdes financeiras, calcula o valor futuro de um
investimento com base em uma taxa de juros constante. Vocé
pode usar VF com pagamentos periédicos e constantes ou um

pagamento de quantia Unica.
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» TUTORIAL PARA AS FORMULAS FINANCEIRAS:

Sintaxe
VF(taxa,nper,pgto,[vpl.[tipo])

Para obter uma descrido completa dos argumentos em VF e para
obter mais informagdes sobre as fungdes de anuidade, consulte
VP.

TUTORIAL

A sintaxe da fungdo VF tem os seguintes argumentos:
= Taxa Obrigatério. A taxa de juros por periodo.

= Nper Obrigatério. O ndmero total de periodos de
pagamento em uma anuidade.

* Pgto Obrigatério. O pagamento feito a cada perfodo; ndo
pode mudar durante a vigéncia da anuidade. Geralmente, pgto

contém o capital e os juros e nenhuma outra tarifa ou taxas. Se
pgto for omitido, vocé devera incluir o argumento vp.
onn
[
[ ][]
un
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» TUTORIAL PARA AS FORMULAS FINANCEIRAS:

-

Vp Opcional. O valor presente ou a soma total
correspondente ao valor presente de uma série de
pagamentos futuros. Se vp for omitido, sera considerado 0
(zero) e a inclusdo do argumento pgto sera obrigatéria.

-

Tipo Opcional. O nimero 0 ou 1 e indica as datas de
vencimento dos pagamentos. Se tipo for omitido, serd
considerado 0.

-
=
o
O
et
)
-

Definir tipo para Se os vencimentos forem

0 No final do periodo

1 No inicio do periodo “
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» TUTORIAL PARA AS FORMULAS FINANCEIRAS:

* Formula que retorna o R (PGTO):

=PGTO(
| PGTO(taxa; nper; vp; [¥f]; [tipo])

TUTORIAL

Funcao PGTO

PGTO, uma das fungdes financeiras, calcula o pagamento de um
empréstimo de acordo com pagamentos constantes e com uma
taxa de juros constante,
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ANEXO - FORMULAS (Excel)

» TUTORIAL PARA AS FORMULAS FINANCEIRAS:

» Vf Opcional. O valor futuro, ou o saldo, que vocé deseja
obter depois do Gltimo pagamento. Se vf for omitido, sera
considerado 0 (o valor futuro de determinado empréstimo, por
exemplo, 0).

Asintaxe da fungdo PGTO tem os seguintes argumentos:

» Taxa Obrigatdrio. A taxa de juros para o empréstimo.

* Tipo Opcional. O ndmero 0 (zero) ou 1 e indica o vencimento
* Nper Obrigatorio. O niimero total de pagamentos pelo dos pagamentos.

empréstimo,

=
g
14
O
-
=
-

* Vp Obrigatorio. O valor presente, ou a quantia total agora TS B et SEIR AR KEAC

equivalente a uma série de pagamentos futuros; também
conhecido como principal. 0 ou omitido No final do periodo

1 No inicio do periodo




TUTORIAL

-
=
0
b=
-
-

Definir tipo para Se os vencimentos forem
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ANEXO - FORMULAS (Excel)

» TUTORIAL PARA AS FORMULAS FINANCEIRAS:

" Formula que retorna o i% (TAXA):

=TAXA(
_ TAXA(nper; pgto; vp; [Vf]; [tipo]; [estimativa])

Sintaxe
Taxa (nper, pgto, VP, [vi], [tipo], [suposigdo])
A sintaxe da funcdo TAXA tem os seguintes argumentos:

* Nper Obrigatério, O nimero total de pericdos de
pagamento em uma anuidade.

* Pgto Obrigatério. O pagamento feito em cada periodo e ndo
pode mudar durante a vigéncia da anuidade. Geralmente, pgto
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inclui o principal e os juros e nenhuma outra taxa ou tributo. “
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ANEXO - FORMULAS (Excel)

» TUTORIAL PARA AS FORMULAS FINANCEIRAS:

Vp Obrigatério. O valor presente — o valor total
correspondente ao valor atual de uma série de pagamentos
futuros,

Vf  Opcional. O valor futuro, ou o saldo, que vocé deseja
obter depois do Gltimo pagamento. Se vf for omitido, sera i -
considerado 0 (o valor futuro de um empréstimo, por exemplo, * Estimativa  Opcional. A sua estimativa para a taxa.

&0). Se vf for omitido, deve-se incluir o argumento pgto. o o
= Se vocé omitir estimativa, este argumento sera considerado

Tipo Opcional. O nimero 0 ou 1 e indica as datas de 10%.

vencimento.

» Se TAXA ndo convergir, atribua valores diferentes para
estimativa, Em geral, TAXA converge se estimativa estiver
entreQe 1.

0 ou omitido No final do perfodo

1 No inicio do periodo



TUTORIAL

-
<
0
=
-
e

onn
nm
(1]
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ANEXO - FORMULAS (Excel)

» TUTORIAL PARA AS FORMULAS FINANCEIRAS:

* Formula que retorna o n (NPER):

ECT I

NPER(taxa; pgto;vp; [vf]; [tipn]]_

Sintaxe

NPER(taxa,pgto,vp.[vfl.[tipe])

A sintaxe da fungdo NPER tem os sequintes argumentos:
= Taxa Obrigatorio. A taxa de juros por periodo.

» Pgto Obrigatério. O pagamento feito a cada periodo; ndo
pode mudar durante a vigéncia da anuidade. Geralmente, pgto
contém o capital e os juros, mas nenhuma outra tarifa ou
taxas.
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ANEXO - FORMULAS (Excel)

» TUTORIAL PARA AS FORMULAS FINANCEIRAS:

» Vp Obrigatério. O valor presente ou atual de uma série de
pagamentos futuros,

» Vi Opcional. O valor futuro, ou o saldo, que vocé deseja
obter depois do Gltimo pagamento. Se vf for omitido, serd
considerado 0 (o valor futuro de um empréstimo, por exemplo,

€0).
* Tipo Opcional. O nimero 0 ou 1 e indica as datas de
vencimento.
Definir tipo para Se os vencimentos forem
0 ou emitido No final do periodo
1 No inicio do periodo
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APENDICE D- Questionarios Inicial e Final da Oficina de Mat. Fin. (Google Forms)

Questionario Inicial da Oficina de Mat. Fin.

-

Este questionario tem por objetivo fazer uma avaliagdo diagnostica sobre o seu conhecimento prévio e os
seus conceitos sobre a Matematica Financeira sob uma perspectiva critica,

E-mail *

E-mail valido

Este formulario esta coletando e-mails. Alterar configuragtes

Ha quanto tempo concluiu o Ensine Médio?

Ha menos de dois anos
Entre dois e cinco anos
Entre cinco e dez anos

Ha mais de dez anos

A Matematica Financeira fez parte da sua formacao pré-universitaria?

SiM
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Faca esta avaliagdo, considerando, entre outros pontos, o nivel de contextualizagao e de
conexdo com a realidade e ainda de abordagem conjunta com outros assuntos da Matematica.

AVALIAGAD DA MATEMATICA FINAMCEIRA PRE-UNIVERSITARIA

Possui formagao concluida em Nivel Superior?

SIM
NAD (possuo graduagdo incompleta).

MAD (esta é a minha primeira graduagio)

Se possui formagdo em Mivel Superior, em que area foi concluida?

Ciéncias Exatas (Engenharias, Fisica, etc.)

Ciéncias Sociais Aplicadas (Economia, Administracao, etc.)
Ciéncias Humanas (Histdria, Pedagogia, etc.)

Outras Areas

Mao aplicdvel (ndo conclul a minha primeira graduagio)

Estudou Matematica Financeira em urm Curso em Mivel Superior?

SiM

NAD
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Mo atual curso de graduagao

Em outro curso de graduagdo concluide
Em curso de graduagdo ndo concluido
Em curso de pés-graduagao

Em curso de extens3o universitaria

Comente sobre a abordagem utilizada para o ensino da Matemética Financeira no Ensino
Superior no curso realizado. Responda apenas “nao aplicavel” se for este o seu caso.

Texto de resposta longa

Faca esta avaliagio, considerando, entre outros pontos, o nivel de contextualizagio e de
conexao com a realidade e ainda de abordagem conjunta com outros assuntos da Matematica.

AVALIAGAD DA MATEMATICA FINANCEIRA UNIVERSITARIA

Faga esta avaliagdo, considerando, entre outros pontos, o nivel de contextualizagio e de
conexao com a realidade e ainda de abordagem conjunta com outros assuntos da Matematica.

A‘JALI,M;.&D DA MATEMATICA FINANCEIRA UMIVERSITARIA

Ha quanto tempo cursa Licenciatura em Matematica?

Ha menos de um ano
Entre um e dois anos
Entre dois e trés anos
Entre trés e quatro anos

Ha mais de quatro anos

Caso tenha cursado Matemética Financeira em uma Licenciatura em Matemitica, a disciplina
apresentou abordagem especifica para o licenciando a ser formado nesta graduagao?
Responda apenas "nao aplicavel” se for este o seu caso.
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Isto &: a abordagem contribuiu para a formagao de um futuro professor de Matematica com
uma pratica de ensino com foco em um “aprendizado significative"? E também importante
observar se os materiais didaticos utilizados eram especificos para professores ou eram

comuns a graduagoes de outras ares.

AVALIACAD DA MATEMATICA FINANCEIRA NA LICENCIATURA EM MATEMATICA

Conhece a Modelagem Matematica como metodeologia de ensine?

SiM

Conhece a Educagao Matematica Critica?

SiM

Caso tenha cursado Matematica Financeira em uma Licenciatura em Matematica, avalia que a
disciplina foi ensinada com a abordagem da Modelagem Matemética e / ou da Educacéo

Matematica Critica?

S
NAQ

MNao aplicavel

Ja precisou ensinar algum tdpico de Mateméatica Financeira? Em caso positivo, relate a sua
experiéncia, as abordagens e estratégias utilizadas, entre outros aspectos. Responda apeanas
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Questionario Final da Oficina de Mat. Fin.

Descrigdo do formulario

E-mail *

E-mail valido

Este formulario esta coletando e-mails. Alterar configuragces

Em relagdo & Matematica Basica (razdes, proporgoes e porcentagem), qual o grau de
importancia deste assunto matematico para o desenvolvimento da atividade, considerando, em
escala crescente, 0 (nenhuma importancia) e 5 (maior importancia)?

Em relagdo as Progressdes (aritmética e geométrica), qual o grau de importancia deste assunto
matematico para o desenvolvimento da atividade, considerando, em escala crescente, O
(nenhuma importancia) e 5 (maior importancia)?

0
=
https:lidocs google.comiforms/di1 jCw\OCYIAche HMyMyGyr_WaVKuSUZEc|EncjQmabColedit 115
181152021 23:21 CQuesticnario Final da Oficina de Mat. Fin, (IFR.) - Formulérios Google
2
3
4
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Em relacdo as Funcgdes, qual o grau de importancia deste assunto matemaético para o
desenvolvimento da atividade, considerando, em escala crescente, 0 (nenhuma importancia) e
5 (maior importancia)?

Em relagéo aos Logaritmos, qual o grau de importancia deste assunto matematico para o
desenvolvimento da atividade, considerando, em escala crescente, 0 (nenhuma importancia) e
5 (maior importancia)?
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Em relagdo & Estatistica, qual o grau de importancia deste assunto matematico para o
desenvolvimento da atividade, considerando, em escala crescente, O (nenhuma importéncia) e
5 {maior importancia)?

Que assuntos ndo matematicos julga gue foram necessarios para o desenvolvimento da
atividade de modelagem com Matematica Financeira? Atribua a cada um dos assuntos
destacados o seu grau de importancia, considerando: 1 (baixo), 2 (médio) e 3 (alto).

Texto de resposta longa

O conjunto de todos os assuntos matematicos e ndo matematicos utilizados na oficina
contribuem em que medida para que ela seja bem sucedida? Explique.

Texto de resposta longa

Considera inovadora ou usual a abordagem utilizada nesta oficina? A atividade englobou
contextualizages interessantes? Ja tinha visto este tipo de abordagem antes? Comente.

Texto de resposta longa
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Em uma escala crescente de 0 (nenhum conhecimente) a 5 (conhecimente maxime), como
julga o seu nivel de conhecimento em Matematica Financeira depois da oficina?

Caso conheca a Modelagem Matematica como metodologia de ensino, considera que esta
atividade desenvolveu-se sob os seus principios pedagogicos?

SIM

NAO

N&o aplicavel
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ANEXO - Material para a OBMEP sobre Financiamentos

(Disponivel em: <https://portaldaobmep.impa.br/index.php/modulo/ver?modulo=90&tipo=7>)

Material Teérico - Médulo de MATEMATICA FINANCEIRA
Financiamentos
Primeiro Ano do Ensino Médio

Autor: Prof. Francisco Bruno Holanda
Autor: Prof. Antonio Caminha Muniz Neto

20 de agosto de 2018

U7/ PORTAL DA
V/ MATEMATICA

CBEMEP


https://portaldaobmep.impa.br/index.php/modulo/ver?modulo=90&tipo=7

1 Introdugao

Meste matertal, iremos aplicar o8 tdpieos que aprende
mos nod materials anterior em um tema de extrema im-
portincia, nido ab para squeles gue desejam apremder ma-
temdtica financeira, mas tambdém para todas as pessoas
que contraem dividas ou realizam financlamentos para a
compra de bens de alto ensto, como automdvels @ mdvels.

Cuamdo compramos uma casa, por exemplo, assinanmos
um eontrabo de hipotess com wma imstifuigio financein
(um banco, por exemplo). Nesse contrato, fica acordado
e @ instituicio nos eoyprestard o dinheiro necessdrio para
efetivar a compra do jmdvel, em troca de pagamentos
peerbdidicos futuros.

Esses pagamentos possiern duas funches: parte deve pa-
gar o8 juros correspondentes & atualizacio monetdria da
divida e o restante serve para amorfizar, on seja, din-
nuir o saldo devedor original. A estrutura de pagamentos
a0 longo do tempo recebe o nome de slstema de amor-
tizacio.

Ao longo deste material, abordaremos os dols tipos de
slstema de amortizacao adotados no sistema financeiro bra-
alleiroe o sistema Price e o sistema de amorfizogio cons-
tante [SAC). Pordm, existem ainda o sistema americano,
o sistema alemao e o sistema misto.

Na prixima secho, introduziremaes o concelto de tabela
de amortizacio que & a mesma para todos sistemas de
amortizacio, independentemente de swas caracteristicas

prdprias.

2 Tabela de amortizacao

Considere a altuacio na qual wm ndividoo toma empres-
tado uma guantia 5, a uma taxa de juros &, que deve ser
paga nos prdsimos i perfodos. (O processo de amortizacio
se dard a0 final des periodos de 1 a n, e pode ser descrito
nos seguintes itens:

L O pagamento a ser realizado no perfodo k serd deno-
tado por Pi; o saldo devedor imediatamente apds o
pagamento do perfodo & serd denotado por S

ii. Para k > 1, entre os perfodos & — 1 e k hd incidéncia
de J), juros sobre o saldo devedor 5, .

M. Dwessa forma, o pagamento Py deve suficiente para co-
brir os juros Jp = 5, - da divida, bem como amor-
tizar parte da divida original. Essa amortizacio serd
denotada por Ay

v, Abm disso, s pagamentos devemn ser tals que o saldo
devedor apda o filtimo perfodo seja igual a zero.

As informacies acima podem ser prontamente reswmi-
das no conjunto de equacies (1], as quals sio validas para
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aqualeuer sistema de amortizacio.

Je=5c_1 -4
Po=Ji+ Ae n
=0

Delas, decorre também a composicio do saldo devedor
Si g deserita a segoir:

Sk+] =8+ e — PJ:+L

=5k+__-fef;-—-4k+1—_-_-fx$r

=8 — g

A seguir, apresentamos a chamada tabela de amor-
tlzacio (1), que pode ser construdda facilmente em Excel
de forma recursiva, utilizando as dentidades acima.

Tabela 1: tabela de amortizagio.

Periodo | Jures | Amortiz. | Pagam. | Saldo Devedor
1] So
1 Jy Ay I 5
: I3 Az [ 52
3 Ja Az Py 53
n—1 Jo s A, B, Sy
n oy A [28 ES

3 Sistema de amortizagiao constan-
te (SAC)

Mo sitema de amortizacio constante, todas as amaor-
tizagies ado lguals, ou seja

ﬂ: =.4&=...=.—1.,,=r1.
lterando a recorréncia 5, = 5, — A, ohtemos
Se=5—A4 — Az —---— A (2)

Fazendo & = m e utilizando o fato de que §, = 0 e a
amortizacio ¢ constante, temos:

D=8, =58-A+A4+4+ -+ A4) =5, —nd,

de moddo gue

Aldm disso,

kSs  Saln—k
sk=5n-1-ﬂ=3n-T—?“=¥.

hetp: //aatenstica . chaep. org.br)S
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Conseqgie ntements,
Jo=8, ,-i= Soln — (k- 1)} _ Soln—k+1)i
n n
[
P =Jc+ A
_ Soln—k+1)i +ﬂ
- i n

_Salnitl) o Soi
mn bl

Em particular, veja que os valores dos pagamentos sio de-
crescentes ao longo do tempo e que sdo termos de nma
progressio aritmética.

Vejamos o sistema SAC em agho nos dols exemplos a
segir.

Exemplo 1. Geovana contratou wm emprdstime de 1,000
reais pele SAC o uma tara de juros de 3% ao més. Ela ird
realizar o pagamento em quatre parceles mensais.  Faga
a tabele de ameortizacde e diga geal ¢ o valor da dltima
prestagdo.

Solugho. No primeiro periodo o empréstimo & feito, ge-
rando wm saldo devedor de 5 = 1.000, porém ndo hi pa-
gamento nesse mes. Sabemos que no SAC as amortizacies
a0 constantes. Sendo assim, cada amortizacio & igual a
A= LM _ 250, Veja que a taxa de jures & de 3% a0 més,
gerando nm todal de Jy = gl - 1000 = 30 reais em jurcs
no primseiro periodo. Assim, se o salido devedor ao final do
perfodo 1 ¢ 5 = 1000 — 250 = TH), o valor do pagamento
serd Py = 250 4+ 30 = 280,

Periodo [ Jures | Amort. | Pagam. | Saldo Dev.
[1] 1000
1 30 250 2800 T

Contineando para o segundo perfodo, o8 jures serdo de
Jy = 3% - Ta0 = 22,50 ¢ o pagamento serd de Py = 250 +
22 50 = 272 50. Temos, entio, a tabela a saguir:

Periodn | Jures | Amort. | Pagam. | Saldo Dev.
] 100y
1 30 L] ] 750
3 T3 50 | 2wy | 292 5D 500

Por fim, para os fltimos dols perfodos, temos sicessi-
vamente Jy = 3‘%-5&0: 15 ¢ P2 = 250 4+ 15 = 265
Joo= 3% - 250 = T.50 e o pagamento serd de Py =
250+ 7,50 = 257_50. A tabela de amortizacio completa &
CTHIO & seguir:

o

Exemplo 2. Na Figura I, apresentamos grdficos que mes-
tram comeo o8 valores de juros, amorfizecdes, pegamentos
¢ saldos devedores se comportem ao lengo do tempe no

Periodo | Jures | Amort. | Pagam. | Saldo Dew.
[} 1000y
1 30 350 T5l) 750
2 2 50 2500 27250 N
E] 15 250 Mk 250
4 7. 50 250 257, 50 1]

sigtema SAC, Tois grdfices sdo relafioos o um empréstimo
na valer de Sy = 20000, financiade em n = 360 medes a
i tarn de § = 1% ag més. Como exercicio, sugerimos ao
leitor eserever as primesras linkas da tabela de amortizagdo
correspondente o essa situwagde, o fim de comencer-se de
que o8 formatos dos grdficos sdo os apresentados.

2000+
:%
z Legenda
= — unom
E [ ——
— 1200 — Pagamantn
™
=
E

o=

3 10 an o

meses

Figura 1: grifico da tabela SAC.

4 Sistema Price

(¥ sistema Price, também ¢ chamado de sistema francés de
amortizacio, recebe este nome em homenagem a Richard
Price, que o apresenton pela primeira vez em 1771 no sen
liveo “Observacies sobre Pagamentos Remissivos™.

Mo slstema Price de amortizacko, o valor da parcela é
condtante. Além disso, sendo § a taxa mensal de juros, n
o mimero de periodos @ 5, o saldo devedor inicial, o valor
P dos pagamentos ¢ dado pela relagio

Sy

==

£ ]
) mimero -j_—lr_i'_-;-,.—.. & chamado de fator de recuperacio
de capital.

Antes de nos debrucarmes sobre o problema geral do

chleulo de jurcs, amortizacies e saldos devedores no sis-
tema Price, examinemos o seguinte

Exemplo 3. Mareos desefa comprar um carre no valor de
200000 remis @ ochon um bencee que acestou financiar este

hetp: f/aatenatica . chaep . org.be)

matenaticalohmep . org. b
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valor pelo sistema Price, cobrando wina tara de 2,5% a0
mds. Calewle o valor da prestagdo nes sequintes cases:

a) n =24 meses.

b)) n= 4B meses.

Solugho. Para encontrarmos o valor do pagamento men-
sal, basta aplicarmos os valores Sg = 200000 e ¢ = 2 5%,
Jnntaments com o respective valor de n, na melacio (3).
Com o anxdlio de wma calenladora ou computador, obte
miE

20000 - 0, 025
P=_—" ™ w9 0
a) 1— (1400255 '
20000 - 0, 0125
b} P= — — T, 11.

T— (1 +0.025)=
o

Alnda em relacio ao exemplo anterior, veja que, ao
dobrarmos o tempo do fAnanciamento (de 24 para 48
meses ), o valor do pagamento mensal ndo diminul pela
metade, mesmo que mantenhamos a taxa de jures (2, 5% ).
Isto se deve ao fato de um financiamento mals longo
eatar relaclonado a um pagamento total de jures malor.
Intuithvamente, lsso ocorre porgie passa-se mals tenpo

pagando juros ao banceo.

Para calenlar o8 valores dos juros, amortizacies e saldos
devedores no sistema Price, partimoes da dltima identidade
das amortizaghes: S, = S+ T — Py Como J, =
Sgpie Py = P, temes Sp ) = Sp(1+4)—P. Resscrevendo
easa liltima relacio com k — 1 no lugar de &, obtemsos o par

Seq1 = Sk[l +'|E]- -F
Sr =81l +i)—- P
Subtraindo uma da outra membeo a membro, encontranos
Segr — S = (S — Se—a )1 +d),
on seja [novamente da il ima identidade das amortizacies |
Appr = Ael(l + 1)
Entio, percebemos que a sequineia (Ag)es & nma pro-
gressdo geomdétrica (PG} de razio 1 + 40 Come A4 =
P — Syi, temas que
Ap = (L +i) Y = (P - Spi)il +d)L
Utilizando novamente (2] (gque, coforme vimos, & vidlida

para qualquer sistema de amortizacho), juntamente com a
formnla para a soma dos termos de uma PG, obtemos

S =8 — (A +Aa+---+ Ay

_g _ Allti) -4
e L+ -1

o _ P Sail1+ i —1)
= Sp — - -

Por flm, uma vez que J, = 5, -1, segue do que fizemsos
acima que

Jp = Syi— (P = Syi)((1 4" — 1).

Exemplo 4. Feovana confratou wm emprdstinme de 1000
reais pelo sstema Price @ wna ters de jures de 3% ao
més. Bl trd realizar o pagamentoe em quatro pareelas men-

saig. Faga a tabela de amortizagiae e dige gual ¢ o valor

da altima prestagdo.

Solugao. Mo primeiro perfodo o empréstimo ¢ felvo, ge
rando um saldo devedor de 5, = 100, pordm nio hd
pagamento neste més. Sabemsos que no sistema Price os
pagamentos ako constantes., Neste easo, segue de (3) que
cada pagamento & igual a

L.000 - 0,03
= 0
P= T rnm— T 260, .

Veja que a taxa de jures & de 3% ao més, gerando am
total de J, = %-IM: 30 reals em jurcs no pri-
meiro perfodo. Assim, a amortizacio do primeiro periodo
serd Ay = 260,02 — 30 = 239,02 e o saldo devedor serd
5, = 100 — 230 02 = 760,98, Obtemos, portanto, &8
duas primeiras linhas da tabela de amortizacio:

Periodo | Jures | Amort. | Pagam. | Saldo Dev.
0 1000
1 ET] 230,03 | 26003 TG0, B8

Continwando para o segundo perfodo, o8 juros serdo de
Jy = 3% - Te0,98 = 22 83, enquanto a amortizacio serd
de Ay = Py — Jy = 260,03 — 22 83 = 246,20 e o saldo
devedor de 55 = 5, — A3 = T, 98 — 246, 20, A tabela de
amortizacio ganha sua terceira linha:

Perfodo | Jures | Amort. | Pagam. | Saldo Dev.
[ 1000
1 ET 230,03 | 269,03 T, 08
] 22 8% | 246,30 | 260,03 514,78

Por fim, para o terceiro  perfodo, tennos
Jioo= A% - Bl4,7T8 = 15,44, com  amortizacio
Az = W0.0% — 1544 = 253,50 e saldo devedor serd
83 = 83 — Ay = 52.TE — 253,50 = 261,19 para o
quarts & dltime perfode, temes J; = 3% - 261,19 = 7,83,
Ay = 260008 — T.83 = 2L e 5 = 5 — 4, =
261,19 — 261,20 = —0,01.

Observagio: o valor residual Sy = —0,01 ocorre ape-
nas devido s aprodmacies que fizemsos ao longo da cons-
trugio da tabela. Na pritica, esses erros residuals sio in-
corporados i dltima parcela.

O
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Periodo | Jures | Amort. | Pagam. | Saldo Dew.
[ 1000
1 30 230,03 | 265 03 TG, 98
2 22 8% | 246,20 | 269,03 514,78
E] 15 44 | 253,50 | 269 03 71,18
4 T.53 | 261,30 | 269, 03 —0,01

Exemplo 5. Na Figuwra 2, apresenfamos os grdficos que
wstrmm como o8 valeres de juros, amorfizegdes, pagamen-
tas e saldos devedores e comportam ao longo de tempe no
sistema Price. Tois grdfices sde relativos o wm empréstimo
no valor de 5, = 2000000, financiade em n = 360 meses a
winee tara de i = 1% ae mds. Como erercicio, sugerimos ao
leitor eserever as primerras linhas da tabela de amortizagdo
aorrespondente a essa situacds, a fim de convencer-se de
gue o5 formatos dos grdficos sdo o2 mestredos.

Cuompare essa figurn com a Figura 1. Veja gue o valor do
paganente  tndcialmente maior na tabela SAC em detri-
mento da tabela Price, mas que este valor vai diminuindo
awr lomge do tempo e que eventualmente tormae-se menor do
gue o pagamento firo do tabela Price.

-"_"&‘-IEC-

z Lagenda

= = Amortizacia
B e -
. — PMagama~io
=

]

E

3 rin a0 :
meses

Figura 2: grafico da tabela Price.

Sugestoes ao Professor

Recomenda-se que o professor utilize pelo menos doks
encontros de 100 minntos cada para apresentar o contetbdo
presente neste material. No primedro encontro, ensine os
principios bdsicos do sistema SAC e resolva 03 exercicios.
Se possivel, preencha as tabelas de amortizacio utilizando
algum software para criacio de planilhas; faca =0 passo a
passn, sem pressa. No segumdoe encontro, replta a mesisa
metadologia para o sistema Price.

Um dica interessante & recriar os grificos presentes neste
material (e outros semelhantes) utilizando o Geogehra ou

até meamo o softwares de planilhas, E possfvel encontrar
mals exercicios sobre amortizackes nos liveos recomemnda-
dos na bibliografia
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