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Introdução

Em julho de 2015, ocorreu mais uma edição do seminário Advanced 
Risk & Portfolio Management em Nova York. Trata-se de evento 
de referência no tema de finanças quantitativas. O seminário passa 
por uma compreensão profunda da modelagem e dos fundamentos 
das técnicas estatísticas e de otimização em finanças, em seis dias 
intensivos de teoria e de exemplos e exercícios na linguagem de 
programação MATLAB.

O evento contou com Attilio Meucci como palestrante princi-
pal, além dos seguintes palestrantes convidados: Alex Lipton, Bob 
Litterman, Bruno Dupire, Fabio Mercurio, Jim Gatheral, Peter Carr, 
Rob Almgreen e Steven Shreve.

Meucci (2011a) apresenta, inicialmente, um plano de dez pas-
sos para guiar a modelagem e o gerenciamento da distribuição 
de probabilidade da perspectiva P&L (Perdas e Lucros) de suas posi-
ções de maneira correta, conforme figura a seguir.
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Figura 1 

Dez passos para gestão de risco e de carteira

Fonte: Meucci (2011a).

O seminário detalha cada uma das etapas citadas na figura an-
terior. A cada uma destas etapas prepara o terreno para uma inves-
tigação avançada que ajusta os modelos, aumenta sua flexibilidade 
ou capta características empíricas mais realistas. Como cada uma 
dessas etapas pode parecer simples à primeira vista, Meucci (2011a) 
destaca algumas armadilhas comuns que surgem em seu desenvol-
vimento.

A seguir, são detalhados alguns tópicos, elaborados por Meucci 
no seminário, que apresentam, na visão dos autores, maior possi-
bilidade de aplicação nas atividades do BNDES.
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Modelos de Fatores Lineares

Os preços de um ativo no horizonte de investimento são uma fun-
ção da aleatoriedade no mercado, de forma que:

à primeira vista, Meucci (2011a) destaca algumas armadilhas comuns 
que surgem no desenvolvimento destas etapas. 

A seguir, são detalhados alguns tópicos que apresentam, na visão 
dos autores, maior possibilidade de aplicação nas atividades do BNDES. 
 
Modelos de Fatores Lineares 
 

Os preços de um ativo no horizonte de investimento são uma 
função da aleatoriedade no mercado, de forma que: 

 
𝐏𝐏!!! =   𝐠𝐠 𝐗𝐗!!!,!  

 
Para a redução da dimensionalidade, o objetivo é expressar o 

vetor das invariantes 𝐗𝐗 como uma função de dois conjuntos de variáveis: 
um vetor 𝐅𝐅 de alguns fatores que são responsáveis pela maior parte da 
aleatoriedade do mercado; e 𝐔𝐔 um vetor residual de perturbações que 
têm um efeito marginal: 

 
𝐗𝐗!,! ≡ 𝐡𝐡 𝐅𝐅!,! + 𝐔𝐔!,! 

 
O uso de Modelos de fatores lineares como a Análise dos 

Componentes Principais (PCA), pode ser crucial para o BNDES, de 
forma a não apenas reduzir a dimensionalidades, mas também melhorar 
a modelagem dos fatores de risco mais importantes. 
 
Cópulas 

 
Ao se aplicar uma variável aleatória arbitrária 𝑋𝑋 em sua própria 

função distribuição acumulada (𝐹𝐹(𝑋𝑋)) obtém-se uma variável aleatória 
transformada especial, que é chamada grade de 𝑋𝑋, definida como 
𝑈𝑈 ≡ 𝐹𝐹!(𝑋𝑋). 

A distribuição da grade é uniforme no intervalo [0,1] 
independentemente da distribuição original 𝑓𝑓!, de forma que 𝑈𝑈  ~  U[!,!]. 
 

Figura 2 – 𝐹𝐹(𝑋𝑋) mapeia variável aleatória qualquer em variável uniforme 
 

 
Fonte: Meucci (2011b) 

 
Na figura anterior se esboça a intuição por trás do conceito de 

cópulas. Entretanto, é necessária a extensão deste conceito para o caso 
multivariado: 

Para a redução da dimensionalidade, o objetivo é expressar o ve-
tor das invariantes  como uma função de dois conjuntos de variá-
veis: um vetor  de alguns fatores que são responsáveis   pela maior 
parte da aleatoriedade do mercado; e , um vetor residual de pertur-
bações que têm um efeito marginal:

à primeira vista, Meucci (2011a) destaca algumas armadilhas comuns 
que surgem no desenvolvimento destas etapas. 

A seguir, são detalhados alguns tópicos que apresentam, na visão 
dos autores, maior possibilidade de aplicação nas atividades do BNDES. 
 
Modelos de Fatores Lineares 
 

Os preços de um ativo no horizonte de investimento são uma 
função da aleatoriedade no mercado, de forma que: 

 
𝐏𝐏!!! =   𝐠𝐠 𝐗𝐗!!!,!  

 
Para a redução da dimensionalidade, o objetivo é expressar o 

vetor das invariantes 𝐗𝐗 como uma função de dois conjuntos de variáveis: 
um vetor 𝐅𝐅 de alguns fatores que são responsáveis pela maior parte da 
aleatoriedade do mercado; e 𝐔𝐔 um vetor residual de perturbações que 
têm um efeito marginal: 

 
𝐗𝐗!,! ≡ 𝐡𝐡 𝐅𝐅!,! + 𝐔𝐔!,! 

 
O uso de Modelos de fatores lineares como a Análise dos 

Componentes Principais (PCA), pode ser crucial para o BNDES, de 
forma a não apenas reduzir a dimensionalidades, mas também melhorar 
a modelagem dos fatores de risco mais importantes. 
 
Cópulas 

 
Ao se aplicar uma variável aleatória arbitrária 𝑋𝑋 em sua própria 

função distribuição acumulada (𝐹𝐹(𝑋𝑋)) obtém-se uma variável aleatória 
transformada especial, que é chamada grade de 𝑋𝑋, definida como 
𝑈𝑈 ≡ 𝐹𝐹!(𝑋𝑋). 

A distribuição da grade é uniforme no intervalo [0,1] 
independentemente da distribuição original 𝑓𝑓!, de forma que 𝑈𝑈  ~  U[!,!]. 
 

Figura 2 – 𝐹𝐹(𝑋𝑋) mapeia variável aleatória qualquer em variável uniforme 
 

 
Fonte: Meucci (2011b) 

 
Na figura anterior se esboça a intuição por trás do conceito de 

cópulas. Entretanto, é necessária a extensão deste conceito para o caso 
multivariado: 

O uso de modelos de fatores lineares como a Análise dos Compo-
nentes Principais (PCA), pode ser crucial para o BNDES, de forma 
a não apenas reduzir dimensionalidades, mas também melhorar a 
modelagem dos fatores de risco mais importantes.

Cópulas

Ao se aplicar uma variável aleatória arbitrária X em sua própria fun-
ção distribuição acumulada (F(X)), obtém-se uma variável aleatória 
transformada especial, que é chamada grade de X, definida como

à primeira vista, Meucci (2011a) destaca algumas armadilhas comuns 
que surgem no desenvolvimento destas etapas. 

A seguir, são detalhados alguns tópicos que apresentam, na visão 
dos autores, maior possibilidade de aplicação nas atividades do BNDES. 
 
Modelos de Fatores Lineares 
 

Os preços de um ativo no horizonte de investimento são uma 
função da aleatoriedade no mercado, de forma que: 

 
𝐏𝐏!!! =   𝐠𝐠 𝐗𝐗!!!,!  

 
Para a redução da dimensionalidade, o objetivo é expressar o 

vetor das invariantes 𝐗𝐗 como uma função de dois conjuntos de variáveis: 
um vetor 𝐅𝐅 de alguns fatores que são responsáveis pela maior parte da 
aleatoriedade do mercado; e 𝐔𝐔 um vetor residual de perturbações que 
têm um efeito marginal: 

 
𝐗𝐗!,! ≡ 𝐡𝐡 𝐅𝐅!,! + 𝐔𝐔!,! 

 
O uso de Modelos de fatores lineares como a Análise dos 

Componentes Principais (PCA), pode ser crucial para o BNDES, de 
forma a não apenas reduzir a dimensionalidades, mas também melhorar 
a modelagem dos fatores de risco mais importantes. 
 
Cópulas 

 
Ao se aplicar uma variável aleatória arbitrária 𝑋𝑋 em sua própria 

função distribuição acumulada (𝐹𝐹(𝑋𝑋)) obtém-se uma variável aleatória 
transformada especial, que é chamada grade de 𝑋𝑋, definida como 
𝑈𝑈 ≡ 𝐹𝐹!(𝑋𝑋). 

A distribuição da grade é uniforme no intervalo [0,1] 
independentemente da distribuição original 𝑓𝑓!, de forma que 𝑈𝑈  ~  U[!,!]. 
 

Figura 2 – 𝐹𝐹(𝑋𝑋) mapeia variável aleatória qualquer em variável uniforme 
 

 
Fonte: Meucci (2011b) 

 
Na figura anterior se esboça a intuição por trás do conceito de 

cópulas. Entretanto, é necessária a extensão deste conceito para o caso 
multivariado: 

.
A distribuição da grade é uniforme no intervalo [0,1] 

independentemente da distribuição original ƒx, de forma que 

à primeira vista, Meucci (2011a) destaca algumas armadilhas comuns 
que surgem no desenvolvimento destas etapas. 

A seguir, são detalhados alguns tópicos que apresentam, na visão 
dos autores, maior possibilidade de aplicação nas atividades do BNDES. 
 
Modelos de Fatores Lineares 
 

Os preços de um ativo no horizonte de investimento são uma 
função da aleatoriedade no mercado, de forma que: 

 
𝐏𝐏!!! =   𝐠𝐠 𝐗𝐗!!!,!  

 
Para a redução da dimensionalidade, o objetivo é expressar o 

vetor das invariantes 𝐗𝐗 como uma função de dois conjuntos de variáveis: 
um vetor 𝐅𝐅 de alguns fatores que são responsáveis pela maior parte da 
aleatoriedade do mercado; e 𝐔𝐔 um vetor residual de perturbações que 
têm um efeito marginal: 

 
𝐗𝐗!,! ≡ 𝐡𝐡 𝐅𝐅!,! + 𝐔𝐔!,! 

 
O uso de Modelos de fatores lineares como a Análise dos 

Componentes Principais (PCA), pode ser crucial para o BNDES, de 
forma a não apenas reduzir a dimensionalidades, mas também melhorar 
a modelagem dos fatores de risco mais importantes. 
 
Cópulas 

 
Ao se aplicar uma variável aleatória arbitrária 𝑋𝑋 em sua própria 

função distribuição acumulada (𝐹𝐹(𝑋𝑋)) obtém-se uma variável aleatória 
transformada especial, que é chamada grade de 𝑋𝑋, definida como 
𝑈𝑈 ≡ 𝐹𝐹!(𝑋𝑋). 

A distribuição da grade é uniforme no intervalo [0,1] 
independentemente da distribuição original 𝑓𝑓!, de forma que 𝑈𝑈  ~  U[!,!]. 
 

Figura 2 – 𝐹𝐹(𝑋𝑋) mapeia variável aleatória qualquer em variável uniforme 
 

 
Fonte: Meucci (2011b) 

 
Na figura anterior se esboça a intuição por trás do conceito de 

cópulas. Entretanto, é necessária a extensão deste conceito para o caso 
multivariado: 

.



478 Revista do BNDES 44, dezembro 2015

Figura 2

F(X) mapeia variável aleatória qualquer em variável uniforme 

Fonte: Meucci (2011b).

Na figura anterior se esboça a intuição por trás do conceito de 
cópulas. Entretanto, é necessária a extensão deste conceito para o 
caso multivariado:

 
𝑈𝑈! ≡ 𝐹𝐹!! 𝑋𝑋!   ~  U[!,!] 

 
De forma a possibilitar a visualização, na figura a seguir se apresenta uma 
aplicação de cópulas para o caso bivariado. 
 

Figura 3 – Cópulas - relações não lineares de distribuições multivariadas 
 

  
Fonte: Meucci (2011b) 

 
Uma cópula pode ser definida como a informação faltante nas 

distribuições marginais individuais para completar a distribuição conjunta.  
Acredita-se que o uso de cópulas para a detecção de relações não 

lineares na carteira do BNDES pode ser fastidiosa, dado o grande número de 
instrumentos e de fatores de risco presentes. Entretanto, esta técnica 
conjugada o um técnica de redução de dimensionalidade, como o PCA, pode 
ser útil. 

 
Gestão de Risco 
 

Considere um mercado com 𝑁𝑁 ativos. Em um tempo 𝑇𝑇 um investidor 
pode obter 𝛼𝛼! unidades de um 𝑛𝑛–ésimo ativo genérico de preço 𝑃𝑃!

(!). Uma 
alocação é representada pelo vetor 𝑁𝑁-dimensional 𝜶𝜶, que forma um portfólio 
tem valor igual a 𝜔𝜔! 𝜶𝜶 = 𝜶𝜶′𝐩𝐩!, no momento da decisão de investimento. 

No caso do BNDES e das demais instituições financeiras a principal 
medida de risco é o Value at Risk (VaR): 
 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉!(𝜶𝜶) ≡ −𝑄𝑄!! 1− 𝑐𝑐  
 

O VaR se tornou uma medida de risco extremamente popular 
especialmente após o acordo de Basileia. Uma das críticas ao VaR é que o 
mesmo não possui a propriedade de subaditividade, logo falha em promover a 
diversificação. Esta é a principal razão pelas quais medidas alternativas foram 
desenvolvidas. Uma destas medidas é o Expected Shortfall (ES), que é 
definido por: 

 
ES(𝜶𝜶) ≡ E{𝛹𝛹!|𝛹𝛹! ≤ 𝑄𝑄! 𝜶𝜶 }    ou     ES(𝜶𝜶) ≡ !

!!!
𝑄𝑄!! 𝑠𝑠 𝑑𝑑𝑑𝑑

!!!
!  

 

De forma a possibilitar a visualização, na figura a seguir se apre-
senta uma aplicação de cópulas para o caso bivariado.

Uma cópula pode ser definida como a informação faltante nas distri-
buições marginais individuais para completar a distribuição conjunta. 
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Acredita-se que o uso de cópulas para a detecção de relações não 
lineares na carteira do BNDES pode ser fastidiosa, dado o grande 
número de instrumentos e de fatores de risco presentes. Entretanto, 
esta técnica conjugada a uma técnica de redução de dimensionalida-
de, como o PCA, pode ser útil.

Figura 3

Cópulas – relações não lineares de distribuições multivariadas

Fonte: Meucci (2011b).

Gestão de risco

Considere um mercado com Ν ativos. Em um tempo Τ um investi-
dor pode obter αn unidades de um n–ésimo ativo genérico de preço 
��

(n). Uma alocação é representada pelo vetor Ν-dimensional α, que 
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forma um portfólio tem valor igual a 

 
𝑈𝑈! ≡ 𝐹𝐹!! 𝑋𝑋!   ~  U[!,!] 

 
De forma a possibilitar a visualização, na figura a seguir se apresenta uma 
aplicação de cópulas para o caso bivariado. 
 

Figura 3 – Cópulas - relações não lineares de distribuições multivariadas 
 

  
Fonte: Meucci (2011b) 

 
Uma cópula pode ser definida como a informação faltante nas 

distribuições marginais individuais para completar a distribuição conjunta.  
Acredita-se que o uso de cópulas para a detecção de relações não 

lineares na carteira do BNDES pode ser fastidiosa, dado o grande número de 
instrumentos e de fatores de risco presentes. Entretanto, esta técnica 
conjugada o um técnica de redução de dimensionalidade, como o PCA, pode 
ser útil. 

 
Gestão de Risco 
 

Considere um mercado com 𝑁𝑁 ativos. Em um tempo 𝑇𝑇 um investidor 
pode obter 𝛼𝛼! unidades de um 𝑛𝑛–ésimo ativo genérico de preço 𝑃𝑃!

(!). Uma 
alocação é representada pelo vetor 𝑁𝑁-dimensional 𝜶𝜶, que forma um portfólio 
tem valor igual a 𝜔𝜔! 𝜶𝜶 = 𝜶𝜶′𝐩𝐩!, no momento da decisão de investimento. 

No caso do BNDES e das demais instituições financeiras a principal 
medida de risco é o Value at Risk (VaR): 
 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉!(𝜶𝜶) ≡ −𝑄𝑄!! 1− 𝑐𝑐  
 

O VaR se tornou uma medida de risco extremamente popular 
especialmente após o acordo de Basileia. Uma das críticas ao VaR é que o 
mesmo não possui a propriedade de subaditividade, logo falha em promover a 
diversificação. Esta é a principal razão pelas quais medidas alternativas foram 
desenvolvidas. Uma destas medidas é o Expected Shortfall (ES), que é 
definido por: 

 
ES(𝜶𝜶) ≡ E{𝛹𝛹!|𝛹𝛹! ≤ 𝑄𝑄! 𝜶𝜶 }    ou     ES(𝜶𝜶) ≡ !

!!!
𝑄𝑄!! 𝑠𝑠 𝑑𝑑𝑑𝑑

!!!
!  

 

, no momento 
da decisão de investimento.

No caso do BNDES e das demais instituições financeiras a prin-
cipal medida de risco é o Value at Risk (VaR):

 
𝑈𝑈! ≡ 𝐹𝐹!! 𝑋𝑋!   ~  U[!,!] 

 
De forma a possibilitar a visualização, na figura a seguir se apresenta uma 
aplicação de cópulas para o caso bivariado. 
 

Figura 3 – Cópulas - relações não lineares de distribuições multivariadas 
 

  
Fonte: Meucci (2011b) 

 
Uma cópula pode ser definida como a informação faltante nas 

distribuições marginais individuais para completar a distribuição conjunta.  
Acredita-se que o uso de cópulas para a detecção de relações não 

lineares na carteira do BNDES pode ser fastidiosa, dado o grande número de 
instrumentos e de fatores de risco presentes. Entretanto, esta técnica 
conjugada o um técnica de redução de dimensionalidade, como o PCA, pode 
ser útil. 

 
Gestão de Risco 
 

Considere um mercado com 𝑁𝑁 ativos. Em um tempo 𝑇𝑇 um investidor 
pode obter 𝛼𝛼! unidades de um 𝑛𝑛–ésimo ativo genérico de preço 𝑃𝑃!

(!). Uma 
alocação é representada pelo vetor 𝑁𝑁-dimensional 𝜶𝜶, que forma um portfólio 
tem valor igual a 𝜔𝜔! 𝜶𝜶 = 𝜶𝜶′𝐩𝐩!, no momento da decisão de investimento. 

No caso do BNDES e das demais instituições financeiras a principal 
medida de risco é o Value at Risk (VaR): 
 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉!(𝜶𝜶) ≡ −𝑄𝑄!! 1− 𝑐𝑐  
 

O VaR se tornou uma medida de risco extremamente popular 
especialmente após o acordo de Basileia. Uma das críticas ao VaR é que o 
mesmo não possui a propriedade de subaditividade, logo falha em promover a 
diversificação. Esta é a principal razão pelas quais medidas alternativas foram 
desenvolvidas. Uma destas medidas é o Expected Shortfall (ES), que é 
definido por: 

 
ES(𝜶𝜶) ≡ E{𝛹𝛹!|𝛹𝛹! ≤ 𝑄𝑄! 𝜶𝜶 }    ou     ES(𝜶𝜶) ≡ !

!!!
𝑄𝑄!! 𝑠𝑠 𝑑𝑑𝑑𝑑

!!!
!  

 

O VaR se tornou uma medida de risco extremamente popular, 
especialmente após o acordo de Basileia. Uma das críticas ao VaR é 
que o mesmo não possui a propriedade de subaditividade, logo falha 
em promover a diversificação. Esta é a principal razão do desenvol-
vimento de medidas alterativas. Uma destas medidas é o expected 
shortfall (ES), que é definido por:

 
𝑈𝑈! ≡ 𝐹𝐹!! 𝑋𝑋!   ~  U[!,!] 

 
De forma a possibilitar a visualização, na figura a seguir se apresenta uma 
aplicação de cópulas para o caso bivariado. 
 

Figura 3 – Cópulas - relações não lineares de distribuições multivariadas 
 

  
Fonte: Meucci (2011b) 

 
Uma cópula pode ser definida como a informação faltante nas 

distribuições marginais individuais para completar a distribuição conjunta.  
Acredita-se que o uso de cópulas para a detecção de relações não 

lineares na carteira do BNDES pode ser fastidiosa, dado o grande número de 
instrumentos e de fatores de risco presentes. Entretanto, esta técnica 
conjugada o um técnica de redução de dimensionalidade, como o PCA, pode 
ser útil. 

 
Gestão de Risco 
 

Considere um mercado com 𝑁𝑁 ativos. Em um tempo 𝑇𝑇 um investidor 
pode obter 𝛼𝛼! unidades de um 𝑛𝑛–ésimo ativo genérico de preço 𝑃𝑃!

(!). Uma 
alocação é representada pelo vetor 𝑁𝑁-dimensional 𝜶𝜶, que forma um portfólio 
tem valor igual a 𝜔𝜔! 𝜶𝜶 = 𝜶𝜶′𝐩𝐩!, no momento da decisão de investimento. 

No caso do BNDES e das demais instituições financeiras a principal 
medida de risco é o Value at Risk (VaR): 
 

𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉!(𝜶𝜶) ≡ −𝑄𝑄!! 1− 𝑐𝑐  
 

O VaR se tornou uma medida de risco extremamente popular 
especialmente após o acordo de Basileia. Uma das críticas ao VaR é que o 
mesmo não possui a propriedade de subaditividade, logo falha em promover a 
diversificação. Esta é a principal razão pelas quais medidas alternativas foram 
desenvolvidas. Uma destas medidas é o Expected Shortfall (ES), que é 
definido por: 

 
ES(𝜶𝜶) ≡ E{𝛹𝛹!|𝛹𝛹! ≤ 𝑄𝑄! 𝜶𝜶 }    ou     ES(𝜶𝜶) ≡ !

!!!
𝑄𝑄!! 𝑠𝑠 𝑑𝑑𝑑𝑑

!!!
!  

 
A adoção do ES como principal medida de risco é uma tendência 

para Basileia, e consequentemente para o Banco Central, e poderia 
começar a ser estimada pelo BNDES no âmbito da gestão de risco 
de mercado.

Estimadores

No contexto do BNDES, a Teoria de estimadores pode ser aplicada 
em qualquer área que lide com modelos estatísticos. Podemos citar, 
por exemplo, o trabalho de Sanches (2014a), que busca estimar os 
parâmetros de modelos da família ARCH pelo Método de Máxi-
ma Verossimilhança em um contexto de construção e validação de 
uma metodologia de Value at Risk (VaR) para a carteira de partici-
pações societárias. Macedo e outros (2014), elaboram um modelo de 
risco país baseado em uma regressão linear estimada pelo Método 
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dos Mínimos Quadrados Ordinários. Sanches (2014b) também 
faz uso de métodos estatísticos de estimação no contexto de valida-
ção de modelos de sistemas de classificação de risco derivados de 
abordagens do tipo shadow rating.

Meucci (2005) apresenta três tipos de estimadores: não para-
métricos, de máxima verossimilhança e shrinkage-bayesianos. A 
abordagem não paramétrica é baseada na lei dos grandes números, 
em que as médias amostrais estimadas em toda a série de tempo 
aproximam a esperança calculada sob a distribuição verdadeira. Tal 
aproximação melhora com o aumento no número de observações.

O princípio de máxima verossimilhança provê um método para 
determinar um estimador relacionado ao conceito estatístico de 
moda. A moda 

A adoção do ES como principal medida de risco é uma tendência 
para Basileia, e consequentemente para o Banco Central, e poderia 
começar a ser estimada pelo BNDES no âmbito da gestão de risco de 
mercado. 
 
Estimadores 
 
 No contexto do BNDES, a Teoria de Estimadores pode ser aplicada em 
qualquer área que lide com modelos estatísticos. Podemos citar, por exemplo, 
o trabalho de Sanches (2014a), que busca estimar os parâmetros de modelos 
da família ARCH pelo Método de Máxima Verossimilhança em um contexto 
de construção e validação de uma metodologia de Value at Risk (VaR) para a 
carteira de participações societárias. Macedo, Guimarães, Cardoso e Lima 
(2014) elaboram um modelo de risco país baseado em uma regressão linear 
estimada pelo Método dos Mínimos Quadrados Ordinários. Sanches 
(2014b) também faz uso de métodos estatísticos de estimação no contexto de 
validação de modelos de sistemas de classificação de risco derivados de 
abordagens do tipo shadow rating. 

Meucci apresenta três tipos de estimadores: Não-paramétricos, de 
Máxima Verossimilhança e Shrinkage-Bayesianos.  A abordagem não-
paramétrica é baseada na Lei dos Grandes Números, em que as médias 
amostrais estimadas em toda a série de tempo aproximam a esperança 
calculada sob a distribuição verdadeira. Tal aproximação melhora com o 
aumento no número de observações. 

O princípio de máxima verossimilhança provê um método para 
determinar um estimador relacionado ao conceito estatístico de moda. A moda 
𝑥𝑥 de uma distribuição 𝑓𝑓! é o valor que corresponde ao pico da distribuição, isto 
é, ao argumento que maximiza a função de densidade de probabilidade: 
 

𝑥𝑥 = argmax
!"ℝ!

𝑓𝑓! 𝑥𝑥  

 
 Assim, definimos o estimador de máxima verossimilhança 𝜃𝜃 da seguinte 
forma: 

𝜃𝜃 ≡ argmax
!"!

𝑓𝑓! 𝑖𝑖! = argmax
!"!

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑓𝑓! 𝑥𝑥!
!

!!!

 

 
Estimadores do tipo Shrinkage são construídos através da combinação 

de estimadores constantes, que são muito eficientes embora apresentem 
elevado viés com estimadores de mínimos quadrados ordinários. O ganho de 
eficiência gerado pelos estimadores constantes mais do que compensa a perda 
em viés e, assim, o erro do estimador é reduzido. 

Pelo gráfico a seguir, pode-se verificar que o desempenho comparativo 
dos estimadores – inversamente proporcional ao seu erro – depende do 
tamanho da amostra utilizada.  
 

Figura 4 – Desempenho comparativo de diferentes tipos de estimadores 
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 madores constantes mais do que compensa a perda em viés e, assim, 
o erro do estimador é reduzido.
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Pelo gráfico a seguir, pode-se verificar que o desempenho 
comparativo dos estimadores – inversamente proporcional ao seu 
erro – depende do tamanho da amostra utilizada. 

Figura 4

Desempenho comparativo de diferentes tipos de estimadores

Fonte: Meucci (2005).
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uma determinada variável aleatória e iT um vetor de suas realizações:

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fonte: Meucci (2005) 
 
 Segundo Meucci (2005), o objetivo da Teria de Estimadores é inferir o 
verdadeiro valor de determinado parâmetro desconhecido. Seja X uma 
determinada variável aleatória e iT um vetor de suas realizações: 

 
𝑖𝑖! = 𝑥𝑥!,… , 𝑥𝑥!  
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G é um exemplo de estimador:
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Onde fX é a verdadeira função de densidade de probabilidade de X.

Figura 5
Construção dos estimadores

Fonte: Meucci (2005).

Para avaliar o desempenho de um estimador, define-se a função 
de perda como:
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Fonte: Meucci(2005) 
 

Para avaliar o desempenho de um estimador, define-se a função de 
perda como: 
 
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝐺𝐺,𝐺𝐺 = 𝐺𝐺 𝐼𝐼! − 𝐺𝐺 𝑓𝑓!

!  
 
Onde ⋅  denota a norma de um vetor  
 
 São definidos, então, o erro, viés e ineficiência do Estimador 𝐺𝐺 . : 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 𝐺𝐺,𝐺𝐺 = 𝐸𝐸 𝐺𝐺 𝐼𝐼! − 𝐺𝐺 𝑓𝑓!
!  

 
𝑉𝑉𝑉𝑉é𝑠𝑠 𝐺𝐺,𝐺𝐺 = 𝐸𝐸 𝐺𝐺 𝐼𝐼! − 𝐺𝐺 𝑓𝑓!  
 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼ê𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛! 𝐺𝐺 = 𝐸𝐸 𝐺𝐺 𝐼𝐼! − 𝐸𝐸 𝐺𝐺 𝐼𝐼!

!  
 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸! 𝐺𝐺,𝐺𝐺 =   𝑉𝑉𝑉𝑉é𝑠𝑠! 𝐺𝐺,𝐺𝐺 + 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼ê𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛! 𝐺𝐺  
 
 Em seguida, são definidos a perda percentual e o erro percentual: 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝐺𝐺,𝐺𝐺 =
𝐺𝐺 𝐼𝐼! − 𝐺𝐺 𝑓𝑓!

!

𝐺𝐺 𝑓𝑓! !  

 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝐺𝐺,𝐺𝐺 =
𝐸𝐸 𝐺𝐺 𝐼𝐼! − 𝐺𝐺 𝑓𝑓!

!

𝐺𝐺 𝑓𝑓!
 

 
Gestão de Carteira 
 
 O tema de gestão de carteira é indicado para as áreas do BNDES que 
lidam com compra e venda de ativos financeiros. Seu objetivo é auxiliar os 
gestores de recursos na construção de carteiras ótimas, que apresentem a 
melhor relação de risco e retorno levando-se em consideração o apetite a risco 
do BNDES. 

Considere um mercado com n securities. Denotamos Pt como os preços 
das n securities no tempo t. No tempo T, quando o investimento é feito, o 
investidor pode adquirir αn unidades da n-ésima security. O vetor N-dimensional 
α representa o resultado da decisão alocativa, que pode ser vista como uma 
“caixa preta” que processa dois tipos de entrada: a informação do perfil de 
investidor 𝒫𝒫 e a informação it sobre o mercado disponível no momento da 
tomada de decisão.  

A riqueza do investidor no tempo T, em que a decisão de investimento é 
tomada, é igual a 𝑤𝑤!. O vetor 𝛼𝛼(!) representa a carteira do investidor nesse 
momento – possivelmente nula.  
 

𝑤𝑤! ≡ 𝑝𝑝!! 𝛼𝛼(!) 

Onde ‖·‖ denota a norma de um vetor 
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 Segundo Meucci (2005), o objetivo da Teria de Estimadores é inferir o 
verdadeiro valor de determinado parâmetro desconhecido. Seja X uma 
determinada variável aleatória e iT um vetor de suas realizações: 
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1
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!
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próximo do verdadeiro: 
 

𝐺𝐺 𝑖𝑖! ≈ 𝐺𝐺 𝑓𝑓!  
 
 Onde fX é a verdadeira função de densidade de probabilidade de X. 
 

Figura 5 – Construção dos estimadores 
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Para avaliar o desempenho de um estimador, define-se a função de 
perda como: 
 
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝐺𝐺,𝐺𝐺 = 𝐺𝐺 𝐼𝐼! − 𝐺𝐺 𝑓𝑓!

!  
 
Onde ⋅  denota a norma de um vetor  
 
 São definidos, então, o erro, viés e ineficiência do Estimador 𝐺𝐺 . : 
 

𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 𝐺𝐺,𝐺𝐺 = 𝐸𝐸 𝐺𝐺 𝐼𝐼! − 𝐺𝐺 𝑓𝑓!
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𝑉𝑉𝑉𝑉é𝑠𝑠 𝐺𝐺,𝐺𝐺 = 𝐸𝐸 𝐺𝐺 𝐼𝐼! − 𝐺𝐺 𝑓𝑓!  
 
𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼ê𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛! 𝐺𝐺 = 𝐸𝐸 𝐺𝐺 𝐼𝐼! − 𝐸𝐸 𝐺𝐺 𝐼𝐼!
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𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸! 𝐺𝐺,𝐺𝐺 =   𝑉𝑉𝑉𝑉é𝑠𝑠! 𝐺𝐺,𝐺𝐺 + 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼ê𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛! 𝐺𝐺  
 
 Em seguida, são definidos a perda percentual e o erro percentual: 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝐺𝐺,𝐺𝐺 =
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Gestão de Carteira 
 
 O tema de gestão de carteira é indicado para as áreas do BNDES que 
lidam com compra e venda de ativos financeiros. Seu objetivo é auxiliar os 
gestores de recursos na construção de carteiras ótimas, que apresentem a 
melhor relação de risco e retorno levando-se em consideração o apetite a risco 
do BNDES. 

Considere um mercado com n securities. Denotamos Pt como os preços 
das n securities no tempo t. No tempo T, quando o investimento é feito, o 
investidor pode adquirir αn unidades da n-ésima security. O vetor N-dimensional 
α representa o resultado da decisão alocativa, que pode ser vista como uma 
“caixa preta” que processa dois tipos de entrada: a informação do perfil de 
investidor 𝒫𝒫 e a informação it sobre o mercado disponível no momento da 
tomada de decisão.  

A riqueza do investidor no tempo T, em que a decisão de investimento é 
tomada, é igual a 𝑤𝑤!. O vetor 𝛼𝛼(!) representa a carteira do investidor nesse 
momento – possivelmente nula.  
 

𝑤𝑤! ≡ 𝑝𝑝!! 𝛼𝛼(!) 

Em seguida, são definidos a perda percentual e o erro percentual:
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 O tema de gestão de carteira é indicado para as áreas do BNDES que 
lidam com compra e venda de ativos financeiros. Seu objetivo é auxiliar os 
gestores de recursos na construção de carteiras ótimas, que apresentem a 
melhor relação de risco e retorno levando-se em consideração o apetite a risco 
do BNDES. 

Considere um mercado com n securities. Denotamos Pt como os preços 
das n securities no tempo t. No tempo T, quando o investimento é feito, o 
investidor pode adquirir αn unidades da n-ésima security. O vetor N-dimensional 
α representa o resultado da decisão alocativa, que pode ser vista como uma 
“caixa preta” que processa dois tipos de entrada: a informação do perfil de 
investidor 𝒫𝒫 e a informação it sobre o mercado disponível no momento da 
tomada de decisão.  

A riqueza do investidor no tempo T, em que a decisão de investimento é 
tomada, é igual a 𝑤𝑤!. O vetor 𝛼𝛼(!) representa a carteira do investidor nesse 
momento – possivelmente nula.  
 

𝑤𝑤! ≡ 𝑝𝑝!! 𝛼𝛼(!) 
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Gestão de Carteira 
 
 O tema de gestão de carteira é indicado para as áreas do BNDES que 
lidam com compra e venda de ativos financeiros. Seu objetivo é auxiliar os 
gestores de recursos na construção de carteiras ótimas, que apresentem a 
melhor relação de risco e retorno levando-se em consideração o apetite a risco 
do BNDES. 

Considere um mercado com n securities. Denotamos Pt como os preços 
das n securities no tempo t. No tempo T, quando o investimento é feito, o 
investidor pode adquirir αn unidades da n-ésima security. O vetor N-dimensional 
α representa o resultado da decisão alocativa, que pode ser vista como uma 
“caixa preta” que processa dois tipos de entrada: a informação do perfil de 
investidor 𝒫𝒫 e a informação it sobre o mercado disponível no momento da 
tomada de decisão.  

A riqueza do investidor no tempo T, em que a decisão de investimento é 
tomada, é igual a 𝑤𝑤!. O vetor 𝛼𝛼(!) representa a carteira do investidor nesse 
momento – possivelmente nula.  
 

𝑤𝑤! ≡ 𝑝𝑝!! 𝛼𝛼(!) 

O objetivo principal do investidor, caracterizado por 

O objetivo principal do investidor, caracterizado por Ψ!, depende da 
alocação 𝛼𝛼 e do vetor de mercado M. 
 

Ψ! ≡ 𝛼𝛼!𝑀𝑀 
 
 O vetor de mercado M é uma transformação afim dos preços de 
mercado no horizonte de investimento: 
 

𝑀𝑀 ≡ 𝑎𝑎 + 𝐵𝐵𝑃𝑃!!! 
 
 Onde 𝑎𝑎 é um vetor de tamanho n e 𝐵𝐵 é uma matriz quadrada de ordem 
n. 
 
Alocação Ótima 
 
 Uma decisão alocativa processa a informação sobre o mercado (iT) e 
sobre o investidor (𝒫𝒫) e gera os montantes para se investir em cada ativo: 
 

𝛼𝛼 . : 𝑖𝑖! ,𝒫𝒫 ↦ ℝ! 
 
 O investidor está sujeito a um conjunto de restrições C que limitam suas 
possíveis alocações. A restrição orçamentária C1 determina que o valor do 
investimento inicial não pode exceder um determinado orçamento b líquido dos 
custos de transação 𝒯𝒯 𝛼𝛼 ! ,𝛼𝛼 : 
 

𝐶𝐶! = 𝑝𝑝!! 𝛼𝛼 + 𝒯𝒯 𝛼𝛼 ! ,𝛼𝛼 − 𝑏𝑏 ≤ 0 
 
 Onde 𝛼𝛼 !  é a carteira inicial. 
 Os múltiplos objetivos do investidor são considerados ao se impor que o 
índice de satisfação 𝑆𝑆 exceda um limite mínimo 𝑠𝑠: 
 

𝐶𝐶! ∶    𝑠𝑠 − 𝑆𝑆 𝛼𝛼 ≤ 0 
 
 Denota-se uma alocação que satisfaça o conjunto de restrições C da 
seguinte forma: 
 

𝛼𝛼 ∈ 𝐶𝐶 
  

O conjunto de alocações que satisfazem as restrições é chamado de 
conjunto factível (do inglês feasible set). 

 
Figura 6 – Conjunto Factível 
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Figura 6
Conjunto factível 

Fonte: Meucci (2005).

O investidor avalia as vantagens potenciais de uma alocação α 
baseado em seu índice de satisfação S dentro do conjunto factível. A 
alocação ótima é definida, portanto, por meio da solução do seguin-
te problema de maximização:
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em seu índice de satisfação S dentro do conjunto factível. A alocação ótima é 
definida, portanto, através da solução do seguinte problema de maximização: 
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!∈!
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Fonte: Meucci (2005) 
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